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Capitulo . Integrales dobles
y irples

§ 1, integral doble en coordenadas rectangulares

Supongamos que la funcién f (z, y) estd definida en una regién cerrada
acotada D del plano zGy. Dividimos arbitrariamente la mﬁiﬁn D en n regiones
elementales que tienen las fress Ag,, Agy, ..., A0,y los didmetroad,, dy, . ..
v ooy dy (se llama didmetro de una regién 8 la mayor de las distancias entre dos
puntos de la frontera de esta regién). Escogemos en cada regibn elemental un
gunto arbitrario Py (Ex; nx) ¥ multiplicamos el valor de la funcién en el punto

'w por el drea de esta regidm.

Ze denomina suma integral para la funcitn f (z, ¥} de la regién D a la

suma que tiene la forma siguiente:

n
E f Ero ) Aop=f (E1. 1)) AGy+f (Egy M) A0y 4+ oo +f Ens M) AT,
1

Se llama,_ integral dab-fe de la funcién f (z, y) de la regién D al limite de la
suma integral a condicién de que el mayor entre los didmetros de las regiones
elementales tienda a cero:

n
s S f{z, wydo= lim Z | (Ene mn) AT,
D max dy 0 bt

Si la funcion f (z, ¥) es continua en la regién cerrada D, el limite de la
suma integra) existe y no depends del procedimiento de divisién de la regitn D
en regiones elementales y de la seleccién de los puntos Py (teorema de existen-
cla de una integral doble).

50§ (=, ¥) > 0 enlaregién D, entonces la integral doble I i iz, y) do

es igual al voluren del cue:ipo cilindrico limitado de arriba por la superficie
1= f (z, y), de costado por la superficie cilindrica cuyas generatrices son para-
lelas al eje Oz y de abajo por la regién D del plano z0y.

Propiedades principales de una integral doble

18, jnj [y (z, )+ f2(z, ¥)]do= EDI filz, yydo+ SDS fa (2, y)do.

Za, 55 e-f{x, ¥) dcr=c5 5 i{z, y)do, donde ¢ es una constante.
D D



34, Si la regidn de integracién D estd dividida en dos regiones Dy y O,
ontonces

H f(x, mqu:.jjj{:. deo-l—Hr(x- y)do.
i7) oy Dy

En las coordenadas cartesianas la integral doble se suele escribir en la
forma H f (2, y) dz dy.
b

Reglas de cdleulo de las integrales dobles

Se distinguen dos tipos principales de regi de integ

1 La regifn de integracién D estd limitada de los lados izquierdo ¥ derecho
por las rectas x = a y = b (s < b) y de abajo y de arriba por las lineas
curvas continuas y = @ (z) @ y = @ (=) [y (1) < @ ()] cada una de las
cusles se fnterseca con la recta vertical sblo en un punto {fig. 1).

Para una regidn asi la integral doble se calcula por la formula

b wag)
S! fl= yldsdy=_\ dr S = y)dy,
1) a Hyix)
93 (x)
ademds, primeramente se calenla la integral f iz, ¥) dy en la coal = se
@y (x)

considera constante,
2. La regidn do integracion D estd limitada de abajo y de arriba por las
vectay y = ¢ ¢ y = d (¢ < d) ¥y del lado izquierdo y del lado derecho por las

v Y
yegald  r7¢
y=epi{x)
y=c
0] =x=a a=b a o \ ¥ *
Fig. 1 Fig. 2

lineas curvas continuas r = ¥, (y) g 2 =Yy (y) [Py (¥) = Pq ()] cada una de
las cuales se interseca por la recta horizontal s6lo en un punto (fig. 2
Para una regidén asi la integral doble se calcula por la férmula

& Paiy)
i 5 flx, Wdedy=\ dy f(z, y)dsz,
D ¢ Wity
Wy
ademds, primeramente se calcula la integral f{z, v)dx en la cual y se
cousidera conslante. S

10



Los segundos miembros de las [6rmulas indicadas se llaman integrales
dobles (0 reiteradas)

En un caso m;s general la regién de integracién por medic de la divisién
por partes se reduce a las principales.

1. Calcular ijln ydrdy si la regibn D es el rectingulo
o
04, I<y<e.

Resoluetdn. Tennmos

Sj zlnydzrdy= S rdz i ]nydy:-l- ] [y In y—ylt=8-le—e+1)=8.
1

2. Calcular SS {cos? x4 sen® y) dx dy si la regién D es el cuadra-
)
do O<eSnujh, 0 y<nj4.

Resolucidn., Hallamos
A af alk

5 j {costzr+-seny) drdy= } dz 5 (cosiz + senty) dy = E [y cos? z+%—
D 0 [}

-

alé
‘—-i—‘sen Ey:':;ﬁn‘:s i (%‘cos“z—-%-—%) d:-[%(:—{—%san%*) -+
)

(4T

2 xh
3. Caleular 7= 5 dzj' (2z —y) dy.
=

@4
=
-I-.
1] ==
4

o
|
|

)
I

=

Resolueton, Tenemos

2
i x4
I-—-j [2xy- ?y“]z dx=
1

=[7l- 4 _Tiﬁ zl-—% :=Jf~——-0‘9.

4. Caleular Sg(z-—y}dzdy, si la region D esti limitada por

e 2

(=g etmrmpgot) e

o
las lineas y=2—3?, y=2z—1.

Resolucidn. Vamos a construir la regién . La primera linea es una pard-
bola 3“ tiene por vértice el punto (0; 2}. simétrh:a respecto | al eje Oy. La
a linea e una recta. Resolviendo j las yo=2 -

s ,1 8 y = 2r — 1, determi s coordenadas de los puntos de intersec-
cidn A4 (—=3; —T7), B (1; 1) (fig. 3)

1



La regién de integracién pertenece al primer tipo. Encontramos

i 2=xl

Spj (z—y) dx dy = _Ssd: 2:54 (z—p)dy=

! 1 2 =1 t 1
j zy—?y i ‘dx=[ (2s—or—zp2mr— g a2y

-3

@

1
+=+2a_2=+%) e::j (—%ﬂ—ﬂ+2z’+x—%)dx=
Z3

1 4

-_[-»—ﬁ-gs—-z-:t—l-—xs-.«z i — —3~:] R T
5. Calcular jj(a:+ 2y)dzdy, si la regién D estd limitada por

n
las rectas y=z, y=22, =2, z=3.

Resolucién. Hallamos

x

(x+2y) dz dy= 3 dz f (z+2y) dy=
if g

3 3 3
j g+ y2 = de= 5 (2284 d2? —23— ) dr= E z’d:e"g-:'ﬂzzsq;-.
2 2 2

6. Calcular SSe"*ﬂ? cosydrdy si la regién D es un rectin-
gulo 0<Cz<Ca, Ol)gygﬂ,fZ.

7. Celcular H(;u. ¥ dzdy, si la egién D esté limitada por
las lineas y=.z.p:c=0. y=1, y=2

8. Calgular Sj(3z‘“—2:y+y}dxdy, si la region D estd limi-

D
tada por las lineas z=0, z =3, y=2.
9. Cambiar el orden de integracién en la integral
{2t

jd | @ pa
-1

-Vi-a

Resolucitn, La region de imtegracion D estd limitada por las lineas z =
=—1, z=1,p=—)YT—=2% y=1—2* (fig. 4. Vamos a cambiar el

14



orden de integracién para lo cual ssentamos la regidén dada en forma de dos
regiones {del segundo tipo): D, limitada de los lados izquierdo y derecho por

PFig. 3 Fig. 4

las ramas de la pardbola z = = /1T —y (0 < ¥ < 1) ¥ Dy limitada por los
arcos de la circunferencia =z = £}/ — y* (—1 =< y < 0). Entonces

- L VisT Vis

1 i L]
far | tevaw=fa | tenerfa | 1@
S vT= LR S yTe

2 a
10, Calcular i cost zdz 5 ydy.

(]
3

11. Calcular jdzj (z—y) dy.
12. Calcular jgylnzdzdy. si la regibn D estd limitada por

o
las lineas zy=1, y=V)'z, x=2.
13. Calcular 5 j (cos 2z +sen y) dz dy, si la regién D esti limi-

tada por las lineag z=0, y=0, 4z +4dy—n=0.
14. Calcular S g(3: + y) dz dy, si la regién D se define por las

D
desigualdades 2* -+ y* <C 9, y = (2/3) z 4 3.
15. Caleunlar 5 Ssen {x 4+ y) dx dy, si la regién D estd limitada

D
por las lineas z =0, y = /2, y = =



16. Calcular szd:dy, si la region D es el tridngulo que

D
tiene por vértices 4 (2; 3), B (7: 2), C (4; 5).
Cambiar el orden de integracidn:
2 2-x

17, {az j (e ) dy.
X2/ h=1
]n.:c

dz j f(z, v dy.
::-Ifm

f(z, ) dz.

[y
-

8.

=
e

2-y

20, dxj f(z, ¥)dy.
yims

=N
L]

f(z, y) dy.
o 2a)2
dx j iz, y)dy.

[

8

e - =
L M |

§ 2. Cambio de variables en una infegral doble

{, Integral doble en denadas pol La i i6n de una integral
doble, haciéndola pasar de las coordenadas rectangulares z, y a las polares
p, 8 ligadas con las rectangulares por las relaciones z = p cos Gy, y == psen 0,
so lleva a cabo por la formula

jj”x- &')fl‘-tdy:XS f{pcos B, psin @) pdpad.
U o

Si la region de integracién D estd limitada por dos semirrectas § = o,

B =P (= < B} que salen del polo y por dos curvas p = p, (B) v p = p, (8),
donde py (8) ¥ p, (8) son funciones univocas para o < 0 = ﬁ? [ (GF; = p: ),
entonces la integral doble se caleuls por la fdrmule
B pu®)
{176 00wan={w | ro 0w
D @ M
donde F (p, B)=f {pcos O, p sen 0), ademas, primeramente se calcula
pa(®)
Fip, ®pdpen la cual B se considera constante,
B1(p)

2. Integral doble en denad mfuinjgas. Supongamos que una integral

doble se transforma do de las z, y a las curvi-

g

14



Hneas u, v ligadas con las rectangulares por las relaciones x = z (u, v), y =
= y {u, v), donde las funciones r (x, v) @ y (v, v) tienen derivadas parciales
continuas en la region D’ del plano wQ'v y el jacoblano de transformacién
en la region D’ no se anula:

dr  dx
du dv
=low w[FO
du  Gv
Con ello se establece una correspondencia recip t univmg conti-
nua en ambas direcciones entre los puntos de la regifn D del plano z0y y los

puntos de la region D’ del plano w0'e (fig. 5).

Y
K K
x

Fig. 5
En este caso la férmula de transformacidn de la integral doble tiene el aspecto

SBS f(z, w)dxdy= i}j fl=iw,e) viw, e)j|J|duede.

Para el caso de las coordenadas polares

dr  dz

9 ab | __|eos® —psen®|
I Gy ay | |send pcuaﬂ[_P'

ETT

23. Pasando a las coordenadas polares, caleular 55 1/x3+ ¥dzdy

si D es el cuadrante I del circulo z?- y*<a2.

Resolucién. Haciendo r = peos®, y = psen 0, tenemos

(S varrae={ | viereremodpio-=
D D"

e o g e 5 nja g
a by 7
f a0 | prap=g 5 o 13 do =" S a8 =2,
i} (i} L]
24. Calcular Hln (22 + y*) dx dy si la regién D es el anillo
Pl
comprendido entre las circunferencias 22 4 y* = ety a* + y* = o,

19



Resolucisn, Pasamos a lan coordenadas polares:
§ i rimacay=| § mproapan=z [ | prupdpan=
D D )

=2 I 48 j plnpdp.
[1] )

14

Tomando por partes la integral en funcidn de p,
ix
E[?p'lnp ':[ d0=me? (3e2—1).

25, Caloular H[x+y}‘{z—w‘dzdy si la region D o8 ol

mdradohmii.ndoporlnsmctasx+y-‘l.:—y—1 zty=
=3, z—y=—1 (tig. 6).

Fig. 6 Fig. 7

bz o= 1 1]

% | 12 2 1 1
T=lg a|~|1 1‘:'_'5' osea |J|=7.

W wl| |T 7T

Por consigulonts, ”(x+y}-cs—y)tauy- i Su*uua Pusste
mhmn'umhmuumm 7), entonces

“ (=+v)'(s—v)’d=dy-§i ut du i vidy=
H 1 =1

3
1
g du= T S ut (141) ﬂuw%l‘lf:%a‘q

L
sy
%
[ |
oo
| —

i6



Pasando a las r;oordenadas polares, calcular las integrales dobles:

26. S S (‘l-——~§-) dz dy si la regién D es el circulo 22+ y2<n2

27, 5 j - f‘yf*jl_j si la region D estd limitada por la semi-
mrcunfefencla y=FT1—2% y el ¢ Oz.

28, S S (z2 4 y?) dx dy si la regidn D estd limilada por la circun-

ferencia g’—l—y’ =2az.
29. S q “—“V"”—_'—y’dzdy si la regifn D estd limitada por las
o Vet
lineas 22?4 y?==a%/9, r*4-y*=n2
30. ”'ymdwy si la regién D estd limitada por las

b
xz_i_yzgas‘ 2+ yz =2&Gl_
1 %
31. Calcular ] dr i dy, introduciendo las nuevas variables x =
] x
=u(l—p), y=uv.
32. Calcular ggdxrly si la region D esti limitada por las

n
lineas zy=1, 2y=2, y==, y=3a.
Indicacidn: efectuar el eambio de las variables r — (Wi)l2, g = (uep'st,

% 3 Célculo cel area de una figura plana
El drea de tu jigura plana limitada por la regién D se determina por la

fdrmula
= S S dz dy.
o

Si la region D estd definida, por ejemple, por las desigualdades s << 2 < &,
@ {£) £ y < @y (7), enlonces

b walx)
S=1\dz j dy.
a @y}

Si la region D on las coordenndas polares eatd definida por las desigualda-
des w0 B, (M <p=f(#H), entonces
e B I
5= | 5 pdpda=\ do 5 pip.
n & g
33. Calcular el drea de la figura limitada por las lineas x =
=4y —y, x4+ y=6.

2—1220



Resolucidn. Hellamos las coordenadas de los puntos de interseccifn de
las lineas dadas, resolviendo el sisterma de ecuaciones = = 4y — U’I z4+y=6
(se recomienda bacer el dibujo por cuenta propis). Como resultade obtenemos
A (4; 2), B (8 8). Por lo tanto,

3 dy=p2 3

Are .LI s i - a‘L Nk i * Ié{;#=d§=

: 1 .5 34 y
—_-.E(-—y’+5lf-5)u‘y=l'-§-y"§y’-——6y]z=~a- (unidades cuadradas).

34. Calcular el drea de la figura limitada por las circunferencias
p =1, p=(2/)3) cos 0 (fuera de la circunferencia p = 1; fig. 8).

Fig. 9

Resolueidn. Determi las denadas del punto A; tememos 1 =
= (2/{/3) c0a §; cos 0 =1/3R, 6 = /b, o sea, 4 (1; 7/6). Entonces

V3
s S S i wjfsdetzr E}mapdp;
D [ i

-2} (o] "0=T (heovos)-

(] a8
Sy T T T Ty (R
? ?

=é- [sen %—BL’,‘”-%— (uen -;-—-g) =-’lé- (31 3—n) (unidades, cuadradas)

35. Hallar el drea limitada por la lemniscata (2® + y*)* = 2alzy.
Rewolucidn. Haciendo # =pcos®, yo=peend, llevamos la ecuacién
3 3 Goba Tesltals ot P=

3

de la curva a las I
= 2a% san B cos 8 = a* sen 26.
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Es evidente que a la variacion del dngulo polar 8 de 0 a a4 le corresponde
un cuarto del drea buscada. Por ig ;

/4 aVeen o
S-z-{Ej pdpd'B=j df S pdp=
D b ]
nfh nfh

=2 j p1|3V““23d8=2u’ S sen 20 40 = —a? cos 20|75 = a2,
(] o
36. Hallar el 4rea de la figura limitada por la linea 2% 4+ 3® =
= azy (frea del bucle; fig. 9).

Resolucién, Llevamos la ecuacién dada & las coordenadas polares:
(sen® B - cos® B) = ap? sen B cos 0, 0 sea, p = a zen O cos B/(sen® O + cos®@).
e eje de simetria del bucle sirve la semirrecta B == n/4, por eso

mlé a sen @ cos B/{sen 3 8+4-cos? 8)

S=2$Spdpd9=25 48 pdp=
‘D 1 0
" senrBeosto " tgr0coste
=at j (sen? 8 cos® @)7 HQma? j o5t B (1 tgo g G0 =
0 o
Al wh
a? f 3g0(1g0) _ a® [ A(141gi) _ Ve at e
Sl ] a+iger 3 2 (1+tg2a)? d(i4ig?e) Jo 6

g‘?. Calcular el irea limitada por laslineasz = y? — 2y, 2 + y =
38. Calcular el drea limitada por las lineas y = 2 — z, y® =
=4z | 4

39. Calcular el area limitada por las lineas y* = 4z — 22, y? =
= 2z (fuera de la pardbola).

40. Calcular el drea limitada por las lineas 3y* = 25z, 52% = 9y.

41. Calcular el 4rea limitada por las lineas y* 4+ 2y — 3z +1 =
=0,3—3y—T7=0.

42, Calcular el drea de la figura més préxima a partir del origen
de coordenadas, limitada por las lineas y = cos z, y == cos 2z,

43. Calcular el drea limitada por las lineas y = 4z — 22, y =
= Zr? — bax,

44. Calcular el drea limitada por las lineas z = 4 — %, = +
+ 2 —4=0.

45. Calcular el area limitada por las lineas p = (2 —cos0),p = 2
{fuera de la cardioide).

46. Calcular el irea limitada por las lineas p = 2 (1 + cos 8),
p =2 cos 0.

47. Caleular el é4rea limitada por las lineas y* = 4 (1 — 2),
z? 4+ y? = 4 (fuera de la pardbola).
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§ 4, Calculo dei volumen  w» cuerpo

El volumen de un cnerpo eilindrice limitado de arriba por la superficie conti-
nua z = f ¢z, g}, de abajo por el plano z = 0 y del costado por la superficie
&llindi'ica recta que corta sobre el plano =0y la regién D, se determina por la

il

Ve SHS fix. ¥)dzdy.

48. Hallar el volumen del cuerpo limitado por las superficies
y=1+42%z=23z, y=>5, £=0 y situado en ol octante I.

Resoluctdn, EL ilgo volumen se ha de caloular esté limitado de arri-

ba por el plano = = 3, costado por el cilindro parabblico y =1 + 2

y el plano y = 5. Por o tanto, es un cuerpo cilindrico. La regién D estd limi-

tt::aporh;:nﬁbn!a;: 1+ z* y lasrectas y = 5 y = = 0. Por conslguiente,
BLL0S

1 2
n=” 3rdedy=3 | zds j ay_sj [yl g =
D 1+xE 0

=38 | (42~ dr=3 [zﬂ—-} 4‘]:=13.(unidldas otbicas),

Sl O3l

49. Calcular el volumen del cuerpo limitado por las superficies
z=1—2'—py=2y=2}3, 3= 0ysituado en el octanta I.
Resolucidn. El cuerpo dado estd limitado de avriba por el paraboloide
3=1 — 2% — " La regién do integracién D es un eector circular limitado
por el arco de la circunferencia z? 4 p* = 1 que no es mds que la lines de inter-
soccifn del d ide cam el plano z = 0 y las rectas p= = o y = 7}/ 3.

Por consiguien
V=5 5 (1—z2—y¥) dr dy.
D
Puesto que la de integracidn parte del circulo y la funcid
subintegral depende de z'-]-l;l'. rac “alua a Jag eourdem;{ias polne:.

as
La ecuacién de la circunferencia s* 4 y® = { en estas coordenadas tomard la
b 1 y los limites de integra-
0 los determinamos a parlir de las ecuaclones de las rectas:
0 s6a -

nf3 i
v={ [a—mpapar= § mi o—pdpm
) N

L] p i 3 1 a3
== S [-2- p*—-xp*]oda==? S dﬂ=-%-(unid.aﬂascihica:}
E ) i

¥



50. Hallar el volumen del cuerpo limitado por las superticies
2 4 y*=a® 24 2 =t
Resolucidn., Examivemos la octava parte del cuerpo dado (fig. 10):
e ¥V u!—xt

g —'Ejlas :xd:dﬂmgv’ﬂ——:—*a‘: E dy =
0 i}

= g {a’—:”)d:-—[ a’x——r’]“"—'-% 3,
Por lo tantn. Vo= 16a%/3.

51. Calcular el volumen del cuerpo limitado por las superficies
24y =8z=0y=0,z=0z+y+z=4

52. Calcular el volumen del cuerpo limitado por las superficies
r=2¥ z+29+:z=4 y=0,
g=10 i

53. Calcular el volumen del cuerpo
limitado por las superficies z® + 4y*+

g=1,z2=

54. Calcular el volumen del cue‘rpo Y=
limitado por las superficies z = a2 + =

tLy=2t y=1,z=0

55 Calculsr el volumen del cuerpo it -—
limitado por las superficies z = 4 3 | | ¥
—z, 2+t y=4 z=10, y=10.
z=1{ /

56. Calcular el volumen del cuerpo
limltado por las superficies z? = ay,

=0,y=03z=0,y=4

ST Caleular el volumen del enerpo limitado por las superficies
s=82, 24 p*=0,2=0.

58. Calcular e) volumen del cuerpo limitado por las superficies
x4 y+z=06,3r4+2y=12, 3z +y=6,y=0,z=10

59. Calcular el volumen del cuerpo limitado por las superficies
s=z+4+y+1,P=z.2=1,y=02=0

60. Calcular el volumen del cuerpo limitado por Jas superficies
z=10, z=azay 2+ ¥y =4

61. Calcular el volumen del cuerpo limitado per las superficies
Plat 4Lyt =1,y=0,2=2x2, =2

=

4

®
Fig. 10

§ 5. Céleulo del drea de ura superficio

Si una superficie lisa univoca esti definida por la ecuacién = = { (z, p),
entonces el drea de la superficie se expresa por la fdrmula

:Sng Mmdxdg.



donde I e la proyeccién de la superficie dada sobre el plano z0y. Aniloga-
mente, si la soperficie estd definida por la ecuacién z = f {y, £}, entonces

=V T HET e

donde D es la proyeccién de la superficie sobre el plano yOz; si la ecuacidn
de la superficie tiene la forma y = f (z, 1), entonces

S Vgrr s

donde D es la proyeccién de la superficie sobre el plano 20s.

62, Hallar el 4rea de la parte de la esfera z® + y® + 2* = a2,
comprendida dentro del cilindro z* + y* = ay (fig. 11).

Y
b 4
X
Fig. 11 Fig. 12
Resolucidn, De la ién de la esfera tenemoa (para el octante I}
i dz r az ¥
e ol . e ey et Wi
s=V/al—atmp [73 Va@=z—yp' W Va—zr—yt '

V1+ (-g_:-)‘-i- [%;'Jazl/-i—l- .«;I.:la__ys+ a:_::_yi __'V na::s_vi'

La parta de la esfera situada en el octante I se proyecta en el semicireulo
limitado por la circunferencia #* + y* = ay y el eje Oy. Este semicirculo es
precisamente la regién de integracién D.

La superficie esld situada en cuatro octantes y por eso la superficia buscada

5=“S 7%

D



alas d

P
toma la forma p=asend y

polares, ent la ién de la ci 1

oo n/2  asend ot

3___.“55_L£’___=4¢ j 4 j =BE0.
p Va—p? J s Var=p

LT

1 n'z
= —da | VE=F 130 0= —tos | (cos0—1) 0=
o ']

= —4a% [een 8—01/2 = 4a2 (%—i) {unidades cuadradas).
63. Hallarel drea de la parte del conos = J'z® + y* comprendida

dentro del cilindro z* - y* == 2z (fig. 12).

[ x az

Regolucién. De la ecuacién del cono t i VEre T =

:T-:Ty,_,;___-;;-- La regién de integracién D es el circulo limitado por la

cincunferencia #*4y*=2z, o bien p=2cosz 6.

Eutonces
S=Lj l/.l_l_:'::_u’..{_?:_f.ﬁ dz dy =
a2 Zeosd
_]/Ejjixdy=1f§ [ a0 § oape
D —-nj2 ]
aif2 afi

=212 j -}w|§=ﬁ°4e=2VE-f§- j 4cos?BdB=
2 o

nj2
—2vi f (1+cos 26)aB—2)/3 [e+% sen za]:"s=
0

=n}/Z (unidades cuadradas),

64. Calcular el érea de la superficie del cilindro z° = 2z cortada
por los planos z — 2y = 0, y = 2z, z = 2 V2 (fig. 13).
Resolueidn. De regién de integracién sirve el tridngulo 04 B. De la scuacién

del tridngulo tenemos 2= = r, £ = 0. Entonces

dx dy

21
§= IDE Vitzidady= jz Vm‘uz;w:

[



Y i Bzi"z

= j TV T atde= ¢ j (42912 d 1+ 2=
0 [
3
&

. -32; (142932 12VE_ 43 (unidades cundradas).

65. Calcular el drea de la parte de la superficie del paraboloide
z=1—y*— z* cortada por el cilindro y? + 2* = 1.

‘!:

z

() Y
1
/ A\J [
x
Fig. 13
Resolucién. La regitn de integracién es la circunferencia y* + 22 = 1 {si-
tuada en el plano yO). De la ién del paraboloide t ;—:= — 2y,

[ = —2s. Entonces

a3
I 7/”'(@] "a?} dvﬂ~=.ﬂ§1f1+_imam.

Fssan:lo a las coordenadas polares, obt
ot 2n

S‘j X PV I+%% dpdo= j [3 5 (1+¢p=)3f3] =

-y T

i6. Hallar el drea de la parte de la superficie y = a? +- 2% cortada
por ol cilindro 2 + 2° = 1 y situada en el octante I.

67. Hallar el drea de la parte de la esfera 2* + y* + 2° = 4 cor-
tada por el cilindro 2%4 + ¥

68. Hallar el ﬁrea de la parte de'f plano z = z encerrada dentro
del cilindro z* + y* = 4 por encima del plano z = 0.

69. Hallar el drea de la parte de la superficie del cilindroz = z®
cortada por los planos 2 + y = V2, 2 =0, y = 0.

il 7 (unidades cuadradas).
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70. Calcular el irea de la superficie del cono 2* — y* — 3 =0
situada dentro del cilindro 2* 4 y* = 1.

71. Caleular el 4rea de la suyerfi.cie del cilindro 2 4 z* = 4
situada dentro del cilindro z* 4 y? = 4.

72. Hallar el 4rea de la parte de la superficie z* = 2xy cortade
por los planos 2 =1, y = 4, z = 0,

& &, Aplicaciones de la infegral doble

Si una placa ocupa la region D del plano 20y y tiene una densidad superficial
za;i]ahle % = ¥ (z, y), entonces la masa M de la ploca se expresa por la integral
oble:

M= SDS ¥ (=, I{)E:d’y.

Los momentos estdtices de [a placa respecto o los ejes Oz y Oy se determinan
por las férmulas

Me= Sns viin, pdzay,  My= U oy (2, whdwdy.

Si la placa es homogénea, y=const.
Las coordenadas del centro de gravedad de la placa se pueden determinar
por las férmulas
- M - M
r==f, ¥=
donde M es la masa de la placa y M., My, los momentos estétices de ésta res-

pecto a los ejes de las coordenadas.
Si la placa es homogénea, estas férmulas adeptan la forma

Ej:d:dy Ejya‘rdy
2] = D
K s ¥ 5 *

=

donde § es el drea de la region D.
Lus momentos de inercin de la placa respecto a lus ejes Ox y Oy se determinan
por las foérmulas

te={ §vvee azan, 1= | v nasay
e A
¥ e% momento de inercia respecto al erigen de las coordenadas se calenla por la for-
mula
Io= | | @y wasay=ret 1y
n

Tt aindd,

Haciendo en estas férmulas y (z, y) = 1, lag expresi para
calenlar los momentos geométricos de inercia de una figura plana.

by
s



73. Hallar las coordenadas del centro de gravedad de la figura
limitada por las lineas y* = 4z + 4, y* = —2z + 4 (fig. 14)

Fig. 14

Resolucidn. Puesto que Ja flgura «s simétnca respeclo al eje Or, i = 0.

Queda hallar 7.
Determinamos ¢l drea de la figura dada:

) 2 (b2
3=”¢u,-25dg \ dr=
o P T

mzj(.ﬂ_ﬂju zi (3— 3 )dg s[g_ ys] =8,

Entonces

4 (h-wtye
;=-;-j§xd:dy-:~:}--25dy rdx—
fi] IR BTy
2
1 1 1
=7 ‘E [—(4—5;*;2_ © W--é;*] dy=
- | . ' 33" 2
_.S_I (3_Ty=+ W o= [a—G+ 8 =%,

74. Hallar las coordenadas del centro de gravedad de la figura
limitada por la elipse 225 — y*/9 = 1 y su cuerda z/5 4 y/3 = 1.

Resolucton, Hallamos el drea del segmento:

) (a5 ¥ o=
5= aty=as =
o 1] Il —xfi )

-
=i (%yzs—_?_a+§x]dx=§m_z).
b
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Entonces
5 @/5 VIig-x

- 17 4
.v:z?j S:dxa‘y:m—“—_-z—}jzdx dy=
o 0 31l=-x/3)

I

H
i'ﬁ-t—::ﬁ é [-:—ﬂ/ﬁ:?-_a: (1—--})]&:=

3 & 2 ajz 8z, PP
=1 (n—z)[_?"é' E H R o i

10

75 [ )
25— +as)-.-—sm_2) ;

15(:1 )

] {3/5) ¥V 25 —a0
dz ydy=
31 =x/5)

5 -
lﬁ{u—Z) %g [2%‘25_"’_9(1__;‘)1“:

- 1 4
yv=— j 5 ydxdy:m

2.9-2 12 522 14 5
=——-§-—15 =55 J (5!—-:')d:=—r =] [T_T :‘]n=

=1 {1:_"2) (125 125)

75. Calcular el momento polar de inercia de la figura limitada
por las lineas zia + ylb =1,z =0, y = 0.

Resoluctdn. El to de imerci pecto al origen de coordenadas es
igual a

n‘ (bfa) {a=x)
Io={ § @+ imazay={ oz § @+ dy=
D U3

=§ [==¥+ ; :](:J’u)(a :) 5 [_ 2% (a _:}_'__El_a_' [s—:)‘:]
0

1 b i a__ ab(a?--b%)
=[? 5:3—3 x‘-——; . '-n—a‘- g 34 (a—!)']u-T "

76. Calcular el momento de inercia de la figura, limitada por la
cardioide p = a (1 -+ cos 0), con respecto al eje Ox.



Resolucion. Pasande a las coordeuadas polares en la férmula Iy=
= 5 y*dx dy, obtenemos

2:1 & (1+cos 8)
Ty ES p?senﬁapdpda=s sen® thdf j prdp=

% il 0
2 \ 3 § 2m

4Cos "

=jsunfa'7p*i|:l ! ’dn:_i-aij sen® 6 (1 —cos @) d0=
] i
a0

=-i- at [ sen® B (144 cos 46 cos? - 4 cos? B4 cont ) di= % nat,
[

77. Determinar el centro de gravedad del drea limitada por las
lineas y = 2% y = 2%, 2 =1, 7 = 2.

78. Determinar el centro de gravedad del drea limitada por la
cardioide p = a {1 -+ cos ).

79, Determinar el centro de gravedad del semisegmento de la
pardbola y* = ax cortado por las rectas r = a, y = 0 (y > 0).

80. Hallar el centro de gravedad del érea limitada por un bucle
de la curva p = a sen 26.

81. Hallar el centro de gravedad del érea limitada por las pard-
holas y* = x, 2® = y.

82. Hallar el centro de gravedad del érea limitada por la pardbola
¥ = 2pa y la recta x = 2p,

83. Hallar el centro de gravedad del drea limitada por las lincas
§ = V=g, y=A.

84. Calcular ol momentn de inercia del drea, limitada por las
lineas y = 2 'z, x 4 y = 3, y = 0, con respecto al eje Oz

85. Calcular el momento polar de inercia del area limitada por
las rectas x +y =2, 2 = 0, y = 0.

86. Calenlar el momento de inercia del area limitada por las li-
neas y = 4 — 7% y = 0, con respecto al eje Oz.

87. Calcular el momento de inercia del drea de la elipse 2%/a® -
+ ¥*/b* = 1, con respecto a su eje mayor.

88, Calcular 1a masa de una placa cuadrada de lado @, cuya densi-
dad en un punto cualquiera es proporcional al cuadrado de la distan—
cia entre este punto y uno de los vértices del cuadrado.

89. Calcular la masa de una placa circular de radio r si su densi-
dad es inversamente proporcional a Ia distancia entre un punto y el
centro y es igual a 8 en el borde de la placa.

90. Calcular el momento estitico de una placa, que tiene forma
del tridngulo rectangulo con catetos | OA | = a, | OB | = b, respecto
al cateto OA, si la densidad de la placa en un punte cualquiera cs
igual a la distancia entre el punto y el cateto 0A.
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§ 7. Integral triple

Sen que la funcién f (2, y, 3) estd definida on una regién cerrada limita-
da 7. Dividimos arbitrariamente la regién T en n» regiones elementales 7y,
Ty .o Ty de didmetros dy, dg, . .., d, ¥ volimenes AV, AV,, ..., ALy,
Tomamos en cada regién elemental un punto arbitrario .P,\ {Ex: g Ly) ¥y multi-
plicamos el valor de la funcién en el punto Py por el volumen de esta regidn.

Se Hama suma integral para la funcidn f (x, », 5 de la regién T a la suma

n

que tiene la forma Z 1 (S5, Mgy Lx) AV

k=1

Se denomina integral triple de la funcidn § (z, v, z) de la regidn T al limite
de la suma integral!, a condicién de que el mayor enire los didmetros de las re-
giones clementales tienda a cern:

j i j fiz, u, 9 dv:mi‘:ﬁ:——a §| f Ere Ny L) AV

Para la foncién continna en la regidn T este limite existe y no depende del
procedimiento de divisién de la regién T en wﬁionea elementales ni de la selec~
citn de los puntos Py (teorema de existencin de una integral triple).

Si fx. w, 2 = 0 en la regibn T, entonces la integral triple

555 f {x, y. 2) dV mo es mds que la masa del cuerpo que ocupa la region T

¥ tit;na una densidad variable y = § (r, y, z) (interpretacién fisica de la integral
triple).

Las propledades principales de las integrales triples son andlogas a las de
las inlegmles dobles.

En las coordenadas cartesianas la integral triple se suele escribir en la for-

ma jij f (z, y, 8) dr dy dz.

Sea que Ja regidn de integracién T se define por las desigualdades =, <
L 2y, b () S UK palz) 5 (7 0) K2 3, (2, ), donde vy (2), 4 (2),
5 (r, ¥) ¥ £g (z, ¥) son funciones continuas. Entonces la integral triple de la
funcién f (z, y, =), extendida sobre la regién T, se calcula por la férmula

l:‘ Velx)  zaix )
j SS,’(:, u, z) dxdy dz= j dx dy j {{z. v, z)ds.
T = wix nlz.w

Si para caleatlar ana integral triple se necesita pasar de las variables z, , =
a las nuevas variables u, v, w ligadas con =z, y, z por las relaciones z =
=z {u, v, W),y =y (&, v, w), 2= z{u, v, w), donde Jas funcionesz (&, v, w),
y (¢, v, w), z (&, v, w) son continuas junto con sus derivadas parciales de pri-
mer orden, establ una correspondencia reci ate univoea y continua
en ambas di i entre los puntos da la region T del espacio Qryz ¥ los pun-

tos ]ﬂe cierta regién 7 del espacio Ouvw y el jacobiane J en la region T no se
aonla

dxr dr bz

G o0 dw

dy dy  dy
T=lw & W |™"

dz dz Oz

du dv  dw



entonces se usa la férmula

IIJ flz, ¥, z)dedydi=
T

=5 jj Fledu, o, w), ¥, v, @), z(u, v, @)]-1 J | dudedw.
T
En particular, al pasar de las coordenadas cartesianas r, y, z a las coorde-
nadas eilfndricas p, @, z (fig. 15} ligadas con z, p, 5 por las relaciones

r=peos@ y=pseng, =20 p <+, 0 g« 2n, oozt m),

Fig. 16

el jacobiano de transformacion J = p, y la férmuls de transformacidn de la in-
tegral triple, repr dndola en las coordenadas cilindrices, tiene la forma

_Sﬂ-fta ¥ l}dﬁvrk-jijf{ﬁcﬂsw. psen g, z) pdpdy dz.
T

Al pasar de las coordenadas cartesianas », y, z a las coordenadas eséricas
P 9, B (fig. 16) ligadaa con z, v, 5 por las relaciones

g=opsenBcosp, y=psenBsengp, z2=pcosd
O<p<+o, 0 0O <),

el jacobiano de transfi idn J = ptgen B, y la férmula de transformacién de la
integral triple, rep tdndola en las Jenadas esféricas, tiene la forma

-H.['f(" ¥, 8) dedy dz=

Ly

Id
=)j§j(pnan3cna&p, psen §sen g, peos ) pleen B dpag 4o,
T

91, Caleular /= S I 5 zdzdyds, donde la region T se define
r
por las desigualdades 0<<2<C1/2, sy, 0z 1 —a2— 32
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Resolucién. Tenemos

142 2x Vioxt-ys 1/2 .
¢ : 1 Viseioi
I=5 dx} dy Tdi= H d:Sz’ dy=

o £ hr x
e o2z 1

- g 0 e

—t Ve fo—smpa=3 | [1mi—g v ] a=

] H I
12

4§ (et o T (8 )

92, Calcular [ = SESI’dxdyda si 7 es la esfera 22+ y® -+ 22<C R®.
T

Resotuciin. P o las denadas esféricas. En la regién T las coor-
denadaz p, p ¥ 0 varian asi: O ps R, 0 g<In 0sB<m. Por con-
siguiente,

Tt 2n "
I:S j 5 p* zen? B cos? g dp dy dl= j sent f 4@ 5 eos? g dy E pldp=
T ] [] [

RY

i 2a
3 sen® 0 40 [@+Tsen2q:]o =

1]
=’.%?— (cos? O— 1) d {cos e;s_“,’;:_'_

n
i
a
]
93. Caleular SSS sV 2t yidrdydz si la region T estd limi-

T
tada por el cilindro a24-y2=2z y los planos y=0, g=0, z=a.

Resolucién. Pasamos a las coordenadas cilindricas, En rstas coordenadas
la ccuacion del cilindro tomard la forma p®cos* 3 + p*sent@ = Zpcos g,
o bien p? {cos? @ -4 sen? ¢) = 2p cos @, o sea, p = 2 cos ¢. Por consiguiente,
en la region 7 las coordenadas p, @ y z varian ask: 0 < p < 2cosq, 0 S @ <
= w2, 0= z=a Por eso

S 5 S 2V —Pdraydi= '} ES zp-p dp dg de=
T T
nfd 208 a nf2 lcosq
:j dep S p’dpS ;dz—'—-% 8’5 dg 5 prdp=
o [} L] [ a



" a2 ag2
=-3—a'j cog rpdqp-:-—n'j {1—sen® ¢) d (sen q)=
] L]

p
=-% u'[san cp—% sen? q;];u =-§n’.

94, Calcular j‘” (z*+ ) dzdydz si la region 7 es la mitad

superior de la esfora 2% y? - 22<Crt,

. Resoluetin. Introducimos las eoordenadas esléricas: las nuevas variables
:mtnun dentro de los limites 0 S pgr, 0K @< 2n, 0=C0 < a/2. Por lo
an/

Ij I[z'+y‘}dzdyds= X !. E pézent §dp dy di=
r

“

T
» B n r a2
=j P‘dﬂj sen? § 4 j u‘tp=2:r.j‘ prdp £ (cos? §—1) d (cos B) =
] [ [l ]
r
j ‘dp[-;—nos!ﬁ—cnsﬁ:’ _-%nr'
[

95. Calcular Ij (2 4+ ¥ + 2°) dx dy dz, si la region T es el
paralelepipedo nectangular definido por las designaldades 0 < z<C
<a, 0y<<h, 0z,

96. Calcular J._[ j zyz dz dy dz, si la regién T estd limitada por

T
lnesferaz® 4 y* + 22 =1 ylosplanosz =0,y =0,z =10,
97. Calcular 'U.'[ zy*s® dz dy de si la regi6n T estd limitada por

las superficies z =zy, y=2, 2=1, 1 =0.
98. Calcular H‘j {2z 4 3y — z) da dy dz, si la regibn T es el
T

prisma de tres caras limitado por los planos z =0, z = a, =0,
y=0 zs4+py=05(@@>0 b>0.
99, Calcular j Sj (#* + y + %) dx dy dz, si la region T estd
T
limitada por el cilindro z* + 22 = 1 y los planos y =0, y = 1.
100. Calcular j j (z + v + 2)* dr dy dz, donde la regién T
e3 la parte comin del paraboloide z = (2* + y%)/(2a) y de la esfera
2Ly 4 2L 30k
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104. Calcular S S (2* 4 y®) dz dy dz donde la regién T esth
limitada por las superficies z = (2* 4+ y*)/2,z = 2.
102. Calcular 555 dr dy dz, donde la regién I' es la esfera
T
2yt P
103. Calcular S i 5 VIF(@ L P+ dzdyds si T es la esfera
2+l

§ 8. Aplicaciones de is mtegral triple

ElL volumen del cuerpo que ocupa la regién I' se determina por la férmula

v~ ] ame

Si la densidad del cwerpo es variable, o sea, ¥ = ¥ (z, ¥, 3), entonces la
masa del cuerpo que ocupa Iﬁ region T se caleula por la férmula

M:ji S ¥ (=, ¥, 2) drdyds.
T

Las coordsnadas del centra de gravedad del cuerpo se determinan por las
formulas

- 1 - 1 - 47T
==ﬁ555?=dzdyds' W= Sigwdrdydz. z=?f—55§'fzd.tdyds.
T &

5i y==1, tenemos
;=lv SSS:dxdydz, ;}..—:-‘_—SSS ydx dy dz, E-:-%',-SSS sdxdy dz
T T T

(£, y. £ son las coordenadas del centro geoméirico de gravedad).
Los momentos de inercia (geométricos) con respecto a 10s ejes de coordenadas
son, respectivamente, iguales a

Ie= S S S (v* =% dadyde, Iy= E T 5 (2% + 2% dz dy de,
¥ T
h=5jﬂﬂ+wuua.
T

104, Calcular el volumen del cuerpo limitado por las superficies
hz = 2® - 3%, z = h (fig. 17). '

Resolucién. El cuerpo dado estf limitado de abajo por el paraboloide z =
= {22 4 y¥/h, de arriba por el plano z = k y se proyecta al eirculo 2% 4 42 << 42

31220



del plano z0y. Utilizamos las coordenadas cilindricas en las cuales 1a ecuacién
del paraboloide tomard la forma = = p%h. El volumen del cuerpo es igual a

A b
V:jjja‘:a‘ym:jjjpdpdwdx-——l wf pdp I dr=
T T a ]
b

ofh

2Zan 2 2n 5 S
= W sl 5 o -
=[] (= o= ][4

o [ [

B\,

kot

~(T—7) ) o=

105. Hallar las coordenadas del centro de gravedad del cuerpe
prismitico limitado por los planes x =0, s =0, y =1, y =3,

& - =

Entonces
o n 3 3 (a-xy2
:z-g-jjj:d-fdyd?ﬂ:-g-. ’d-tjdi{ ) dz=
T [ 0
3 3 .
=-§- j zdx j i;—zdif=‘:— 5 x{3—z}d.x-=—:—[% z*—%—r’ ]:-1:
(1] i o



9 2 3 3 (3-x)/2
;.—_? K;Eyd:dvd:-:-s-gd:!ydy i di=
3

=5 S ds S y(38—3) dy—-;— E (3_s)a=.=.;- [ﬂs-%]:=2:

5 1 2 3 a {3-x)2
z=—s-§!'§=dsdydsn—g-id=§ndy § 1dz=

3 3
-3 § o ufam [=0R2]

106. Calcular el volumen del cuerpo limitado por las superficies
3= VE L s =2" + %

107. Calcular el volumen del cuerpo limitado por el plano z = 0
la superficie cilindrica z = (2@ + y%)/2 y le esfera 2 + p* + 2° = ﬂi
(dentro del cilindro).

108, Hallar la masa del cubo 0 CaCa, 0y <a, 0z <Ca
si la densidad en el punto (z; y; 2) esy (2, 4, 3) = = + ¥ + =

109. Hallar las coordenadas del centro de gravedad del cuerpo
]imitadn por las superficies  + y =1,z =2*+ 2, 2 =0,y =0,
2 =

110. Hallar las coordenadas del centro de gravedad del cuerpo
limitado por las superficies z2* = zy, x =5,y = 5,2 =0.

111. Hallar las coordenadas del centro de gravedad del cuerpo
limitade por los planos 2z 4+ 8y — 12 =0, 2 =0,y =0,2=0y
la superficie cilindrica z = y%/2.

112. Hallar el momento de inercia del cubo 0 <z L2, 0y <<
= a, 0 << z < a respecto a su arista.

§ 9. Integrales en uncion de un pardmetro.
Derivacion e niayracicn bajo e! signo wnier-al

Consideremos la integral
b
100={ 16z, az m

en la cual A es un pardmetro variable y la funcidn f (x, A} de dos variables est§
definida para todos los valores de z en el intervalo [z, b] ¥ para todos los valores
d:zi a:‘:‘} e{njuuw {A}. En estas condiciones la integral (1} es la funcién del
parim: 1

Reviste gran importancia 1a cuestién acerca de la derivada de la funcién
T () del tro 4. Supoog que la funeitn f (=, 1) ¥ la derivada parcial

ae



e Mo continuas en el rectingulo & < r < by 2 5 b << P En este caso

axiste la derivada

b )

al »

k=g [ 10 = [ LD g, )
a a

8i 0s admisible la permutacion del signo de la derivada (de 4) y del signo
integral (de z), entonces se dice que la funcitn (1) se puede derivar respecto al
pardmeiro bajo el signo integral, En la férmula (2) =e supone que los limites de
integracion a y & no dependen del parimetro A. Sin embargo, si a ¥ b dependen
de {r ontonces

bk}
YO HEH joiy 100, e BB @)
a(k)
Para derivar respecto al pardmetro una integral impropia 5 f{z, Mdz
]

con el limite infinito es necesario que las integrales jj‘(x. A) dx
]

o«
y j -'-”—g:—ﬁ-d: existan para < A<z oo

La formula de int ié pecto al pardmetro 4 de la integral definida
(1) bajo el signo integral en el intervalo [o, ) tien

e la forma
B g b b8
E f(ua‘,x=j an j;(x. Wdr= [ dz 5 flz, M dh. )
@ 1] a [ @

La funeién subintsﬁral f (z, &) debe ser una funcién continua de dos variables
en 1 regitn finite de integracién. En caso de upa regién infinita de integracién
2o obtendrd una integral miltiple impropia.

i
113. Hallar j 2™ (ln z)* dz, donde m y » son niimeros enteros

positivos,
R 7. 3. »n 2, 'Ia 3 1

1
1
! iiasas~ < i
:?u” (z, m) = zm o5 la funcién continua en el intervalo 0 < z << i sim =G,
allamos la derivada de esta integral con respecto a m.
1

i
d i
ey ‘!.tmd't= ! zm |ﬂ$d’x=—m .



Derivando con respecto a m una ver mds, oblenemos
1

5 2™ (In z)? dr== al
[]

(m—4-1p "
Despuéa de derivar n veces respecto a m nos queda
1
§ am o de= (-
]

nl
{m -+ =

114, Hallar 5 (3‘—“:%“_*-'- donde n es un nimero entero positivo
0

¥y A=0.
Resoluctén. Examinamos la integral
f dr arobg e i,
e W =g IE
{ #+ 1/ A 1/ Alo A

Derivando con respecto al parimetro A, tenemos
T e, SR LT
(ZF4-aE 2 ;A
0
Después de derivar n veces nos queda

S 1:3.5 ... (2a—1) . T
(,..,.Mnn EX S 0 T E RV

115, Hallar 7 (k, A)= j wx 2832 g g 1y (h)= |
1 i
Resolucién, Derivado la integral [ con respecto a A, enconlramos

sen Ar di

x

5 rhxcoal.xdz-[—l_x;{?u sen hx—k cos Lz)] k“-}-?&’ %

Ahore, de la ecuaclén -&{-= se puede haller /; tenemos

PEERY

Ik, A= j eh® swhg;-arctg_.a.‘.

Hallamos 1a integral I, (A) sustituyendo en la expresién para I (k, 4} el
valor de k= 0:
b —nj2, si A0,
I (L):E -u-f;-"'i:ix= lim arclg %:{ 0, si A=0,
? gl w2, si A0,



El gréfico de la funcién 1, (A= j i".;"_‘ dr sv compone de dos

semirrectas y el punto O (fig. 18).

-t
146. Hallar 7= | <=2 —

Fig. 18

Hesolueidn, Derivando respecto al pardmetro X, tenemos

o

a_t

™ 1 dl 1
T dr==—, o sea, =71 =Inh.
]

117. Caleunlar 7 = j e~*'dz (integral de Euler—Poisson).
o

Resolucidn. Hacemos z = it, donde A = 0; entonces dr =34 dt e [ =

= A | e-Mi2 41, Multiplicamos por e=}* ¢k ambos miembros de la dltima igual-

dad ¥, utilizando la formula (4), integramos eon respecto a A de 0 a co:
o o0 o
1 amnaferan ferea,
0 i ]

Cambiando el orden de integracién, obtendremos

b
1 ~temat g ([ 1 ERTECE
f:j;ﬂt.e hdk ‘![ me ]ndl

)

1 di 1 n E
= [ l_—T’-=T nrutgtE:T, 0 sea, !&-KZ--.
]
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118, Hallar I (A)= 5 e =M dg
1]
Resoluctén. Derivando con respecto ol pardmetro A, t

o
dr sogriea —xt-Atfxty AT
=2 S ¢ Moz,

Cambiamos la variable de integracidn: Afz = sz, (—Mz?) dr = ds, 2? = A3fs%;
con ello z varia de oo a 0. De este modo,

] o
=2 5 eME-Tgy g S PP o bien SL=—21,
[}

Por consiguiente, —ﬁ‘—;—n —2h, Inf=—2h+1InC, I=Ce-%* Para hallar

o0
C h =0 ent )= 5 e™* dr=dz="V 72 (integral de Enler-
]

Poisson), o sea, C=Vm/2,
Do suerte que la integral buscada /=

ks
119, Hallar 7= { 1G9 4a,
[1]

Resoluctsn, Hallamos la derivada total :—‘; por la férmula (3);

ar x lo{l-+a- 'M dh
w j aFaars i @
@ bien
dl R
ar T 7§(1+2ac,1(1+az=}
Descomp la fraccién subintegral en fracci 1 tales @ in-
tegramos:
¥ hd : + A
& — =9 x
g Fra i+ ““"i A+ (1) +§ armara =

= 1 DO N 3
—[_TJFF 10 (4+32)+ oy ln{t+;z}+1+vmtg=‘(ua
In(+4)?  In(d+a3) , A

Tt T T retg b




De este modo,
gl _ In{i+A% , A

o IaEe T el
De aqui
In fH-?u.‘)
I= E m artlg 3.] dh.

Haciendo A=tg ¢, ob
In sec? 9. 2
f= 5 T —seﬁ’;pdw+j ﬁr‘; ¢ sec? Qdg=
I
§ In cos ¢ dp+- fwtwdfp
o
Tomando por partes Ja primera integral, hallamos

1] 9
1= —plncos WIR*X tplwdw-kj Flggdp=—qIncos p,
(] o

o finalments,

I=% arclg A-ln {1422,

Hallar las integrales:

n/2

1

120. Soﬂmg[kxgnx}_dx 21, é%d
122, :j:-‘”—‘!—-;f‘;&ldx. 123, Iln{i—i—macosx) o
124. E——“{-—" dz. 125, ig-‘%‘-
126. i ':::“dz; A0, p>0,
127, f""’;"“" dz; a>0,8>0.

b

:
128. a[:';;—:f:’ldx B,

40



& 10. Funcién gamma. Funcién beta

1, Funelén gamma. Se llama funcidn gomma (0 Integral de Euler de segunde
génerc) a una integral que tieme la forma

I )= g topt g, m

La integral (1), funcién del metro p, 8 impropia, ya que el limits
superior es Igual(a)ln infinidad y,r:irgmés. Ear’c[us pazl; sp:o- 0y p<<ilafun-
cion subintegral crece indofinidamente. La integral (1) converge cuando p > 0
y diverge cuando p < 0. La funcién gamma es una de las mds importantes

i (d éa de las ¢l tales) para el andlisis y sus aplicaciones.

b

Propiedades principales de la funcién gamma

18, La funcién F (p) es continua y tiene la derivada continva I' (p) pars

p=>=0.
28, Tiene lugar la igualdad

T (p+ 1) = pT (p). 2y

38. Después de aplicar n veces la férmula (2), se obtiene la relacién
Tpt+nt=(+n—1E+n—=2 ...+ 1)-p-T{) 3
42. Si en la férmula (3) h p=1iyt en cuenia que ' (1) =

= ‘E e~x dr = 1, ge obliene la igvaldad

I'(n~+ 1) =nl 4)

8i n=20, entonces 0l = I {1) = 1.

5%, La funcién T (p) da la posibilidad de extender ol concepto de factoria st
determinado solamente para los valores naturales de n sobre el campo de cuales-
quiera valorea positivos del argumento. De la férmula (2} resulta que si p =0,

t I‘[p]—r{p;-ﬂ---t-co, o sea, I (0) = +oo.
68, Cuande p = —n, de la formula {2) se deduce que
T{—ntl) _T{—nt2? _ T(—n+3)

—n ain—1] am—B(n—23

I'(—n)=

=(—l)“r—nt?l=[-~1)“-oo,

o sea, I'(~n) = (-1 h=1,2 3,...).
74, En general, la funcién T (p) se puede ampliar al caso de valores nega-

tivos del argumento p. Puesto que I (p} = _-;-—! , entonces [ (p + 1)

tiene sentido si —4 < p << 0.
Si =—n << p << —(n — 1), entonces de la férmula (3) resulta que

T{p+n)
p{p+1)(p+2) ... (P+n—=1) "

Tip)=

44



Cunlwda dala susl-llucilinp+n= a.deﬁnndup = —n + a, la tltima
firmula se t

un I‘_{a}
A—a)@—a} ... (h—a) @

¥ para —n < p << —(n — 1) el signo I' {p) se determina por el factor {—1)n,

Iio—n)=

Fig. 19

8a, Utllizendo la f&rmu!a (2) =2 pueden obtener los valores de I' (p) para
un argumsnto semient

4=t [ (=)= t) 0
(4] (+—3)-r (o

cem(meg) (n=g) o FoprT ()=
mm-:)(zmg_aj_ 5-3

o bien

o) B () (). ®
99, Tiene lugar la férmuls de complemento

T ()T (i—p)=

£l
ey O=<p<i) (0]
5i en esta férmule hacemos p = 1/2, entonces [I' (1/2)]! = n/sen (n/2) = x,
o ea, T{1/2) =)/

42



Utilizando las propiedades principales, se pusde caleular T () pata cual-
quier p. Los valores de la funcién gama se dan en la tabla 1, &gﬂ)
fgriﬁu de 1a [uncilin. T (p) estd representado en la

129, Calcular la integral de Euler —Poisson i e==* dz.

Resolucién. Efect la sustitucién z* = ¢, de donde = =1/F, dr =
= dt/(2 /'T) y, por consiguiente,

o i R e A

Se L P Tﬁl ety lﬂdt=-2—§ etofilgtm o 1 (T]=%“'

1)

130. Calcular T (—1/2).

Resolucién, Utilizando la férmula PIPJEM, obtenemos

r(—4)-EGen J0a_yn
131. Calenlar T (—9/2).
Resoluctén. Utilizando la f6rmula (5) para o = 1/2 y n = 5, resulta
1‘(-;__3)=r (-'g'] (1-1;2}?%}1?%—1;2) =
= G- T ="§2§435£1

132. Calcular T (5/2).
Resoluctén. Haciendo m = 2 en la f6rmula (6), nos queda

P(a+g)=r (3) =252~ B R -2 vs

133. Caleular T (—4/3).
Resoluctén. Utilizando la relacién T (p) = = 3"* 1)

(_w_i_] rc_qs-u) SR rg‘—u(si”!sj
=TT(%) + = (3).

__De Ia %%II%)ID gpi% _ﬂg}a‘?allamos I' (5/3) = 0,9033; por consiguiente,

T
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134. Caleular: 1) (—1/2)1; 2) (4/2)1; 3) (3/2)%; 4) (0,201,
Resolucién. Por la formula (4) determinamos:

(12 =T (~12 4+ )=T @/ =Ya= 1,772;_

U =T+ )=TE=0UDTU)=VT2= 0,886;_
32!2_33211 =T @24 1)= (32)T (32 = (3/2)-(1/2) T (4/2) = 3/ nls =
4 0200 =T (0,21 + 1) = T (1,21) = 0,9156 (de Ja tabla 1).

135. Calcular T' (5/3).I' (—5/3).

Resolucidn, Encontramos

(§) (=g o (3) L
~30(3)r(—4)-
%_

Puesto que por la férmula de complemento I'( ) r (1—%] =i§i%t'm3

r() {~51;311£2f3> -

—%,entmcau
I,(%)r(_s 3 &x _ 2myl

1 1
136. Mostrar que l"(-2-+ p) -I‘(-z--—p) =E§E"
Resolucign, Haciendo en la férmula (7) p = © + 1/2, obtonemos

rfo+g) v [1= (ot ) | =smrrrmer s

) (o)

cosen”

o bien

137. T (0, 8). 138, L (=2.4). 199. r(sz} 140. T (7/2).
141, (—1/8). mz( 3)1. 143, (—

144, T (7/3)-T ma) 145, T (10/3 -r( —10/3).

146. T (4/4)-T (—1/4). 181, T (5/4)-T (50

148. Mostrar que P(_m+1f) -HWV:;
149. Mostrar que T (m -+ 2} I‘(—-m+ z)e(-‘l)“n(_mmi,
2,3 ...).

2, Funelén beta, Se llama funcién beta {0 integral de Euler de primer género)
a la integral

1
B(p, 9)= j 2= ({—z)01 gz, 1)
1)
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La ‘Integrai (1} 88 la funcién de dos p P ¥ q que converge cuando

P

>0, ?
unclén B es simétrica con r a los
o= B {q. r). . .
Si ee hace el cambio de la variable de integracién, haclendo x = sen?1t,
dz = 2 sen ¢ cos £ dt, con ello ¢ varia de 0 a n/2, entonces la formula (1) to-

marh la forma

tros, o sea, B (p, ¢) =

w2
B(p, q)=2 S sen%P-1 coste=1 ¢ dt,
0

o bhien
/2
j san"'xnoaﬂ:dxu—ﬂ(zgi a l){m‘;vﬂ. n=0). {2)
1
A las formas [1)y(2) ge red has integrales que se resuelven en
pmhlsmns

Para ca{cular los valores de la funcién beta se usa la siguiente dependencia
entre la funcién beta y la funcién gamma:

T'(p)-I'(q)

B (p, ¢}=w.

(3

8i g=1—p, entonces B (p, 1—p)= P(P)i‘ri_i;;—?] aen.m 0<p=<1).

Utilizande la funcidén beta es fieil determinar el valor de I (1/2), Sea p =
=g = 1/% entonces B(1/2, t/2) = L ({1) Como B (172, 1/2) =
=B{f2, 1 —{/2)=n/sen (n/2) =n y T {1) =1, entonces T (1/2) = VE_

a2
150. Calcular S sen® z cos® z dx.
[1]

Resolucién, Ulilizando la férmula (2) para m = 6 y a = 8, obtenemos

W2

1 T 8y_1 TEATHR _ Sn
j san'xcos'rd::TB(T, T)__?."_F—('?T_—_“ET*
i

(los valores de T' (7?2} D (9!2} estdn calculados por la férmula (8) del punto {
prra m=3y m=4 y I'{8) =Tl

{ dt
151- Cnlcular i?a—__ﬁ.

du
2BV 1=V

Resolucién. Hacemos cos ¢=1—27/u; entonces di=



V3 =12V 1+, con ello ¢ varia do 0 a 1. Entoncea obtenemos

= i
di 1 5
oj —_V == 65 WA (] — ) =1 Ju =

_ 1 1y_ 1 Trdmrgd
_—2'[23(4, T)==

212 7 zy‘z T(IE{TE'J%
oo 1(3)-7 ()=

(T] r ( ) aentaﬁ -“V“F(z)=
n=—‘r—r (:;25] =4-0,9064 = 3,6256, entonces
n
dt V= 8,8256)" _ _f‘,)__
éfﬁ’ﬁ' 2VE avE L
b d

152. Celcul .
A S § Vi—V=

1
Resolucién, Reescribimos la integral dada en la forma 5(1—:’.“)'11'63

Utilizames la sustitucién =% =t; entonces z= 151, a‘.:-(ﬁjz] #dt y, por
consiguiente,

1

1
dz 5 oo 5 cumE
'I_l—/-—— .I..;.‘_E-E [ 133 (1 —g)-113 d'i-—‘z-B (—2—’ T)n
5 T(5/2)-r{ _ t5x
T T(9 =15
i dz ¢ rdx
153. Demosirar que si Il=£ Viee @ Ignjo Ve en-
tonces Joly==2-

Resolucién. Hacemos x4 = ¢, de donde dz = (1/4) £2/4-! d¢. Entonces obte-
nemoy

fl“'_os #p-1 (1 —g) V'd'ﬂ‘}r” (‘i" %)“é" 'r'('ufd‘{éllemj i
jl -1 (1 gy d*--i-B [-;-. : )=
L]
1

D (34T (1/2)
TGA)

T{8/4) T (4/2)
T (373} !



puesto que T (5/4) = (1/4) ' (1/4). Por comnguwme.

T (4/4)-T (3/4)-IT (1/2)1* _

htym R R TWA=1.

Calcular:
a2 a8
154. i sen*zcos®zdz. 155, 5 sentz dz,
]

nfe

156. i sen® 4z cos' 2z dz.

2

2

157. | sen®xcostzdx.

dz

Vi-m

Indicacién: se sustituye z0==t,

158. L] a>=>0.

Ot

159, Ewl/aa #dz, a>0,

Indicacibn: se sustituye zfa?=1.

i
160. im/i —Zdz.

za-1 x
T e Yok

164. j.
[

Indicaeidn: se susbituye (1-+xb)fzb=1/fy.
o

162. 5 0<a<i.
[

e
Indicaclén: se sustituye r=u/{{—u).

n

ol 8
v 164. ‘E sen® z cos? (z/2) dx.

dx

Vie—2zt"
(11— Y 2)  dx

163.

165.

166.

S e D D §

i



Indicactin. s gustituye r=13,
1

187, Sx“'l(i—;:“)“"ld: (n>0, m>0).
]

Indicacin: se sustituye zh=¢.

w2
168. | yigzda.
[

TIndicecidn: se sustituye tgz=u?,

i 1
169. h}ﬁ 170. _.[71:5
wE
171. 5 tgizdr (0<<n<<i).
i nf2
172. Expresar j sen” z dr mediante la funcién gamma
[



Capitulo |l. Integrales curvilineas
e integrales de superficie

§ 1. Integrales curvilinreas por la longitud
de un arco y por las coordenadas

1. Iutegral curvilinea de longitud de un arco (integral curvilinea de géne-
ro I). Sea que la funcién f (=, y]gnéhi definida y es w‘eI%nun en los puntos del
sreo AB de una curva lisa K con ecuacidn y = g {z) e <z < ﬂ.

Dividimos arbitrarlamente 6l arco AB en n arcos clementales por los
puntos 4 = Ay, Ay, 4y, ..., A4 = B; sea la longitud del arco Ay _ 4.
Escogemos en cada arco elemental un punto arbitrario My (Ey; 1) ¥ multipli-
camos el \rnl;n‘ de la funcidu f (£, M) en este punto por la longitud As, del
arco tive.

So [lama suma integral para la funcibn § (z, y) de longitud del arco AB a la

n
suma que tiene la forma 3 [ (&, M) A
h—1
Sed inn integral curvilines de longitud del areo AB de la funeidn f (2. 1)

{0 integral curvilinea de género 1) al limite de la suma intogral a condicidn de
que max Agy — O:

Aja S e lim 316t

tds es In diferencial del arco).
La integral curvilinea de ginero T ge determina por la férmula

]
{ 1@ par={ 11 o @V T @F ds.
AB a

Si la curva K estd definida por Jas ecuaciones paramétricas z = z (1), y =
=y (f) ( <= t), entonces
ty
5 flz, pyds— [II: 0. g MV T2 M~y e,
K i

Anélogamente se determina y se caloula la integral curvilinea de género 1
de lo funridn de tres variables f (r, », z) de una curva espacial. 3i la curva
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{a] estd delinida por las i zmz{t) y=yglthz=3() (h<
< 1< #) entonces

t2
5 Iz, v, 3) n‘t=) fle, v, OV O O @ e
K 1

i f(z, y) > 0, entonces la integral curvilives de género 1 S flz, y)ds

K
no es mas que la masa de {0 curvs K que tiene la densidad variable lineal y =
= f(z. ¥) (interpretacion fisica).

Propiedades principales de una integral curvilinea
de género |

18, Una tniegral curcilinea de género 1 no depende del sentida del camino de
integracidn

I fi=z, y)de-:j [z, ¥ ds.
AB BA

2. S Wtz g) = falz, 0] n':==£ fulz, g ds = 5 falz, y)ds.
K K
34, j ef (%, y)dc-aé f (z, y)ds, donde c=const
K

43, Si el contorno de integracidn K estd dividido en dos partes K, y K,, ens
tonces

I!{x. yaem | 1z, past| 16 pas.
K B Ka

2, Integral curvilinea de coordenadas (inlegral curvilinea de género II).
Sean Jas funciones P (z, 1) ¥ @ (2, ¥) continuas en los puntos del arco AB de
uba curva lisa X que tiene la ecuacitn y = ;{x_l e=x<d).

56 llama suma integral para las funciones P {x, p) ¥ @ {z, ) en las coorde-
nedas 8 la suma que tiene ln forma

n
E’ 1P (Br, na) a2 @ (Ba, Ma) Amml,
=

donde ¥ Ay bon las proyecciones del arco elemental sobre los ejes Oz v Oy.

&Mina inte; curvilinea g:r los coordenadas (0 integral aurw’.riim
de género 11) de la expresién P (z, y) dz 4 @ (z, y) dy en el arco orlentado AR
al [imite de la suma integral a condicién de gue max Azy — 0 ¥ max Ayy, — O:

5 Pz, y)dz+Q (z, y)dy==
AB
= lim 2 2 (Ex, ) Asx+Q (Ery nn) Sinl-

maxxy -0 {
maxAyy -0 A=
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La integral curvilinea de género 11 es el trabajo realizado gor la fuerza
variable F = P (z, y) { + @ (=, y) J sobre el camino curvilineo AB (interpreta-
cifn mecinica).

Propiedades principales de la integral curvilinea
de género IT

18, La integral curvilinea de género 11 cambia su signo por el opuesto, al
invertir el camino de integracién:

S sz+0dv=—5 Pdz+0Qdy.
BA AB

o, S pd:-i—odv:j paz+ | oay.
AB AB AB

Las demds propiedades son anélogas a las de las Inleg‘-ralss de género 1.
La integral corvilinea de género IT se calcula por la férmula

b
(P naz+oe na= [ P o @19 @ 0ls, s @D s,
K a

Si la curve K estd definida por las ecuaciones paramétricas = = = (1),
y =y (t), donde t; < t < f;, entonces

5 Pz, $det-Q iz, v dy=
fa
=) (Pl vl O+l (), v 1Y ) ar.
1

La férmula andloga tiene lugar para calcular la integral curvilinea de
segundo género referente a la curva espacial X: si la curva est§ definida por las
ecuaciones * =z (#), y = y (1), 2 = z (1), donde &, < ¢ << £,, entonces

S Pz y, 9d2+Q =, v, Ddy+R(z, y, 1) dz=
X

1
= f{P[ﬂ!). vy, 2l +Ql= ), ¥z (v )+
L]
FR{z (), vl z(0i2’ (1)},

173. Calcular I (z — y) ds donde K es el segmento de la recta

K
desde A (0; 0) hasta B (4; 3).

Resoluctén. La ecuacidn de la recta A B tiene la forma y = (3/4) z. Determi-
namos ¥’ = 3/4 y, por consiguiente,

& i 4
l (x—-—y}d!nlj (:—%—s) l/i—f—-%dz=%-§ :&t—%:! ;=-g-.
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174. Caleular jz‘iydy-wy’zd: si z=Vcost, y=)sent,
0=tsmy2,

sen o8 ¢
Resoluctdn, Determi dx = — i, dYy= —— dt. Enton-
21 cost 2V eent
ces
. i
\ zty dy—yirdr= S [non Y seni- Lt
i P 2} sent

e S00 ¢
+4-3en :-Vcos i -2-?»-—-—) d:==— -

175. Hallar la masa M del arco de la curva x = t, y = t%/2,
2 =133 (0 <<t < 1) cuya densidad lineal varia segin la ley y =

=V

Resolucién. Tenemos
1 -
M= i Vz_yds=5 ]/2--;—9]/?*'-!-75?-‘?'54#-—
]

A ! p—
=6\ VI AT Rt "_‘, ;/(:=-|-%)‘+Td (r44)=

LEE

1 =i
=%I: o VETEFi+ I (64t mdﬁ
=-}(a;—’§—1+—f:'-lnﬁ—§—ﬁ).

176. Hallar las coordenadas del centro de gravedad del arco de la
cicloide z =t —sent, y =1 —cost (0 < EC m).

Resolucidn. Las denadas de] contro de gravedad del arco homogéneo
de la curva X se calculan por las férmulas

- 1 o q
3"755*- = qi'i’r
R

4
donde s es la longitud del arco, Tenemos

i a
355 V:;"-I-y"a‘:—; V(1 —cos 1)+ sen? t di =
] 0

n
zjsen-Edi=—iom | =d.
0
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Entonces

1
= 5:&:=T I (t—nnt)zsanuz—d:_
x i1

kL
t t
= ,;.I (1 son T—sen =3~ sen t) dt=

1 t t 4 t 14 4 8 .
=3 [-—-24 cos ?-{— dsen T+T sen? T]u == [6+-5-)=--§-,
n
§=%§ yds=1 S (—-cost) 2 sen - di=
i

n
otk i t
_..?05 [sun—z-ﬁuen—z- l:-osx) di=

2
Calcular las integrales curvilineas:

177. 5 (z* — %) dxz + zy dy si el camino desde 4 (1; 1) hasta

. | [ 1 3t [
—-2-[ —2co8 -,Z--i—Tws -—cos-z—]n =7

AB
B (3; 4) es el segmento de una recta.
178. j (z—y)de + (@ + y)*dy si K es la linea quebrada
o
OAB donde O (0; 0), A (2; 0), B (4 2).
179. 5 “i—f—f si AB es el arco de la pardbola semicibica y* =
x
am

= (4/9) z* desde A (3; 21/ 3) hasta B (8; 32V 213).
180. | ydxr — (y + 2% dy si K es el arco de Ja paréhola y =
B
= 2z — 22, dispuesto sobre el eje Oz y recorrido en el sentido de las
agujas del reloj.

181. | y dr + 2z dy si K es el contorno del rombo, recorrido en
el sentido contrario al de las agujas del reloj, cuyos lados estéin sobre
las rectas z/3 4 /2 =T1, 213 — y2 = %

182. | 2x dy — 3y dx si K es el contorno del tridngulo que tiene
por vértices 4 (1; 2), B (3; 1), C (2; 5), recorrido en el sentido con-
trario al de las agujas del reloj.

183. ii:i- — i-: si K es el cuadrante | de la circunferencia x =

= rcost, y = rsent, recorrido en el sentido contrario al de las
agujas del reloj.

o



184, S z% dz + z* dy si K es el contorno limitado por las pari-

K
bolas y* = 2, 2 = y y recorrido en el sentido contrario al de las
agujas del reloj.

185. Hallar la masa del arco de la circunferencia z = cos t, ¥ =
= sen t (0 < ¢ < n) si su densidad lineal en el punto (z; y) es igual

ay.
186. Hallar las coordenadas del centro de gravedad del arco homo-
géneodelacurvay =chz (0 L2 <L In 2).
187. Hallar las coordenadas del centro de gravedad del arco homo-
géneo de la curva z = ¢ cost, y = sent, 2 = &' (—o0 < L L O).

188. Calcular jl/a:’+y’de donde X es la circunforencia %4
K

+yt=ax
189. Calcular éﬁ:’jﬂ? donde K es la primera espira de la

hélice z=acost, y=asent, z=bt.

190. Hallar Ia masa de la primera espira de la hélice z = cos ¢,
y = sent, z =t si la densidad en cada punto es igual al radio vector
de este punto.

191. Calcular | zy dr -+ yz dy + 22 dz donde OA es un cuadran-

A
te de la circunferencia = = cosi, ¥ = sent, z =1, recorrido en el
sentido de crecimento del pardmetro f.

§ 2. Independencia de ura ntegral curvilinga
de género |l del contorno de infegracién.
Detferminacién de una funcién
por su diferencial total

Sean las funciones P (z, y) ¥ Q_k:, y) continuas al igual que sus derivadas

parcialés de primer orden en una region simplemente conexa D, ¥ el contorno X,
que se éncuentra por completo en esta regitm.
Entonces la condicidn necesaria y suficiente de independencia de la integral

curvilines | P (2, y) dz + Q (z, y )dy con respecto al contorno de Integracidn

e el cumplimiento en s regién D de la identlded
»
- e
Al observer lus condiciones indicadas la Inlla}gni curvilines referente a cual-
quler contorno cerrade C contenida en la regidn I e igual a cero!

§ pe, nds+0ts, pay=0.
c
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Para calcular la integral

(13 v1)
Pz, pdz+Q(z, Ny
Geni vo)
L : L. @P 80
que no depende del contorno de integracién (o sea, la condicién =5 eath

cumplida) en calidad de la via mds ventajosa de integracién conviene elegir la
linea quebrada que une los puntos {z; yo) ¥ (zr; y1) cuyos lados son paralelos

a los ejes Oz y Oy.
En las di ionadas la expresid bintegral (:,ry)d'x-t-

+ @ (z, y) dy es la diferencial total de cierta funcién univeca U = U (z, ),
o sea,

dU (z, y) = P (z, ¥} dz + Q (z, 1) dy.

La funcién U (=, yf”(primitlvag se puede hallar caleulando la integral cur-
vilinea por la linea quebrada A4 4,8 donde 4, {z;; y,) €3 un punto fijo arbitra~
rio, B (z; ) es un punte variable y el punto 4, tiene las coordenadas = e py.
Entonces, a lo la?o de Ayd; tenemos y = y, ¥ dy = 0 y a lo largo de A,é,
z = const, dr = 0.

Como resultado obtenemos la férmula siguiente

% v
vian={ P wart | 0w nate.
Xy ¥y
Anélogamente, integrando en la linea quebrada 4,4,B, donde A, (2o ¥,
nos queda
¥ o]
in w=§ Qm nav+ j. P(e, y)ds+C.
v =
(23 3)
192. Calcular 7= S (& + 3y) dz 4 (y + 32) dy.
31

Resolucidn. La integral dada no dopende del conturno de integracidn, puesto

que
P d .
Tyww(r-l—Sy):: 3

E%f‘— (sobre todo el plano z0y).

a6 & i
—_—— ey} 32) =3,
aP

o sea, —-

Escog como ino de i i6n la linea quebrada cuyos lados son
paralelos a loa ejas do las coordenadns, Tenemos en el primer tramo y = 1,
dnéuT 0,1 =z = 2, en el segundo tramo z = 2, dr = 0, 1 £ y =< 2, Por con-
siguiente,

I= § (z+38) dz-}- i (v +6) dy*[-%'--f-a" ]:+[_%n_+ 5“']?=
§ 1

=2 +s--§-—s+%+13-~_:—-s=m -;-
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193. Hallar la funcién primitiva T si
dU=Iy+In(z4Nlde+(x+1—e)dy.

Resoluctin, Tenemoa P=p-FInfz4-1), Q=241 — & ?2 mg(—] =

I z

= { Sea o= 0, yop= 0 y de contorno K sirve la quebrada OMN (fig. 20).
Eatonces

x ¥

Uz, )= I In (r+ﬂd!+£ (z+1—e¥)dy =
[
=lzlnfz+)—z+nic+ D+ lay+y— i =
= e+l Fll—r+ey+y—ea 140,

194, Mallar L7 {x, ¥) sl
F
[]

=3 +8) e+ (25 o

Resoluctin. Tenemos
i e F A
Pogty Oy HE T

Aqui no se puede tomar el origen de coordenadas en calulad de punte
{gi #o), ya que para x = 0 @ y = 0 lns Junciones P (z, ¥) ¥ @ (=, y) no estin
definidas. Por eso, en calidad de punto
(xg) o) tomemos, por ejemplo, A, (1, 1).
N{x;y} Entonces

(3-5)x

U, w=i(~:—+1)dx+ ;
1

eyt

: xdy:lnx+2lny+%— 14c.

Mix,0])

Fig. 20 Hallar 1a funcién primitiva U (z,
y) por su diferencial total.
195, aU = [e**¥ 4- cos (x — )] dz + [*¥ — cos (z — y) + 21 dy:
196, dU = (1 — "~V + cos z) dz + (¢*-¥ + cos y) dy.
197. dU = (2* — 22y® + 3) dz + (y° — 2a% + 3) dy.
198. dU = (2z — 3ay® + 2y) dz + (2= — 32% + 2y) dy.
199. @/ = (shz + ch y) dz + (xshy + 1) dy.
200. dU = (arcsen  — z ln y) dz — ( arcsen y -}—;—;}dy.
(n,my

201. Calcular (z + y) dz + (z — y) dy por diversos con-
{65 0)
tornos que unen los puntos 0 (U; U) y M (n; n): 1) por la recta OM;
2) por la curva y = x - sen z; 3) por la linea quebrada OPM,
donde P (x; 0); 4) por la pardbola y = z%rn.

26



202. Calcular @ z dy + y dx por diversos contornos cerrados:
b4

1) por la circunferencia = cost, y = sen ¢; 2) por el contorno
limitado por el arco de la paribola y = 2® y el segmento y = 1.

§ 3. Formula de Green
Si € es la frontera de la regién D y Jas funciones P (z, y) ¥ @ (2, ) junto
con sus derivadas parciales % yiﬁ son continuas en la region cerrada I (in-
cluyendo la frontera €), entonces ¢s valida la férmula de Green
Zgapa;+ody -S S (& *%) drdy,
c D

ademds el recorrido del contorno € se-elige de modo que Ja regién D quede a la
izquierda.

203. Aplicando la férmula de Green, calcular ] = 2 :5 =2+ X
4
% dt + {(z + y?) dy, si C es el contorno del tridngulo con vértices

L (1; 1), M (2; 2), ¥ {1; 3) recorrido en el sentido contrario al de las
agujas del reloj. Comprobar el resultado por medio de la integracién

Resolucién. Aqui P(z, @)=2(z"4y? 4q(z. N)=(x+y* Hallamos

80, O ey B ;
T =2(z+y)—4y=2(x—y). De este modo,

T=§2 t+ v et (o dy= {{2e-naa
D

donde la regién D es el triingulo LMN. La ecuacién de la recta LM:y = &,
la de MN .y = —z -+ 4. Calculamos la integral doble por la regién dada:
2 i-x 2

Jszgru j (r—y)dy=2 j [,y__i_’ y’J:qu=

x 1

2

I

Py B9 ey 13

[; {4—;}—%{4—:}‘— 4+ % t‘] dx—

—4 {4:——;’—4)&;:4[2.:*— lza—ax]2=_..;—,

3 1

Calculamos ahora inmediatamente la integral curvilinea por el contorno €
compuesto por los lades LM, MN, NL:

:-lew—i—yﬂdz-l-{r-i—y)my+ §2(33+i")df+
MN
tatntat | 24t otan
NL

La ecuacién LM :y = zy, por consiguiente, dy = dr, 1 <z < 2.
La ecuacién MN :y = —z -+ 4, por lo tanto, dy = —dz, 22y = 1.

(LU



La ecuacidn ML :zx =1, de suerle que dz =0, 3 >y = 1.
De este modo,

2 i
I= E [2 (2t + #%) dr + (z +-2)? ¢=1+5 {2 [=2 + (4—2)2] dz
i

2
2

i
He—z it (—aa+ | A+ ay=8 | art
g 3 i i
+I {4a® — 162+ 16) dx + i (o) dy=
2
2
=[-§- :t—% 2048t — i&x]’-i—% (d+pe L:-_-_-%- ]

204. Aplicando la férmula de Green, calcular@—z‘ydz+

¢
<+ zy* dy, donde C es la circunferencia z® -+ y® = R® recorrida en
el sentido contrario al de las agujas del reloj.

Resoluetin. Aqui P(z, y)=—2z%, ({z, y}==y". Entonces %“%z

=zt+yd, Por consiguiente,
I-‘ﬁ —atydztaty dy= ! S (=*+ ) dzdy.
¢ o

Introducimos las coordenadas polures: z = peos®, y = psen B, 0 < 0 <

<= 2n; de suerte que 4 J
2 R & 3
I E 5 pr-pdp o= S da I prdp= ¢ RS- S g ng :
D [ ¢

205. Con ayuda de la férmula de Green transformar la integral
curvilinea [ = fjﬁl: 4+ 1o (22 4+ )l dz + y In (2* — *) dy, donde

el contorno € limcita la regién D.
206. Aplicando la férmula de Green, oalcuiartg: Va® F i dz +

c
+ ylzy + In (x + (V 2 + %] dy, donde C esel contorno del rec-
thogulo 1 < x4, 0y <2,

§ 4. Célculo de un drea

El drea § de la figure limitada por un contorno cerrado simple C so deter-
mina por la férmula

S=-%-(.rp:dy—yd:.
c
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E] contorno de integracién es recorrido de modo que la regidn limitada por el
mismo quede a la izquierda (sentido positive).

207. Calcular el Area de la figura limitada por las curvas y = %
z =y 8zy = 1 (se tiene en cuenta el drea adyacente al origen de

las coordenadas; fig. 21).

Y

Fig. 21

Resolucién. Resolviendo conjunt to las i de las curvas, balla-
mos A (1/2; 1/4), B (1/4; 1/2). Por consiguiente,

Ss‘l 5xdy-—ydx+-2- dey-*grdx—r
0A

1 1 1/2 i ifh 5
R R I 3 P =
- 5 jzdy ydz ) j ztdz 3 5 =
BO ] 1/2

1 1/ dr= ﬂao.ts {unidades cuadradas).

Y
i/4
208. Calcular el drea limitada por la astroide x = a cos® ¢, y =
= g sen® f, construyendo previamente la curva.
Resolucidn, Pora caleular el drea utilizamos la férmula

S—% 5 zdy—y dx, donde dy=3a sen?{costdt, de=
ted
= —Jacostteenidl, 0s1<2n, Por consiguiente,

2a
S “T 5 (8a2 cost #sen? ¢+ Ba%gent ¢ coat t) di =
o

on § 2n
% a? I sen? ¢ cost Ll = 33-— 5 sen? 2t de=
[\]

2n
ot __ 3nat
=& — 1 sonat
16 S(l—cosér}df— % ¢ [‘ b .Io 8




209. Calcunlar el érea limitada por las pardbolas i = x, 2 = y.

b2‘10. Calcular el drea limitada por la elipse z = acost, y =
= bsent.

211. Calcular el drea del cuadrilitero que tiene por vértices
A (B; 1), B (4 5), C(1;6), D (—1:1).

212, Calcular el drea de la figura limitada por el contorno 04 BCO
sid (1;8), B (0;4), C (—1;2), 0 (0; 0), 04, BC, €O, son los segmen-
tos de las rectas y AP es el arco de la pardbola y = 4 — 2%

218. Calcular el drea limitada por la cardioide z = 2rcost —
—rcos2, y=2rsent—rsen2t

% 5 integrales de superficie

Sean F (2, ¥, £) una funcién continua y 5 = f (z, ¥) una superhuo lisa §,
donde / (x, y} estd definida en cierta regién D del plano :Ogn integral
de sa:per_flcie de género 1 al limite de la suma integral a condieidn de que max dy =

lim E F s e mas,-H Fle v 945,
1 8

maxd,~0 &

donda AS) es el m del &-ésimo olen;fnf.o de Iuﬂlugrflcis 8, el punto (&;

;’c'l) rlenece (2, ¥s 2)
es'r.é plinida en cadn punto de l.a superficie §.

El valor de esta integral no depeade de la selecciin del lado de la superfi-
cie 8 en la cual se efectia la integracidn.

8i la proyeccion I de la su E:iicie S sobre el plano xOy es univoca, la
respectiva Integral de superficie de género 1 se calewla por la férmula

SSS P w s)a3=jnjr[=. w1t Y 1+ (B )+ (L) e

Si Pisr, y, 2 O (=, ¥, 2), R (2, v, =) son las iuxu:imms wnl.lnuu y 8+
&3 el lado (cara) o la superficie lisa § terizado por la d del.nnm‘-
mal n (cos & cos P; cosy), entonces la respectiva integral de superficie de
género 11 se expreso asi:

( g dedl+0d;dx+ﬂd:dy=§ S (P cos a+Q cos B R con y) d5.
‘8t 5

Al pasar al otro lado (cara) S~ de la superficie esta integral cambis su signo

por 8 Si lap:umperlicis & estd definida por la ecuacién implicita @ (z, y, 2) = 0,
de la normal a esta superficie se determinan por
lu lému!m.

20,
3
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i
H'
SV T T )
20
dz
TV Y
1 debe dar con la cara de la superficie.

donde el signo delapte del radi
Los momentos de inercia de una parte de la superficte con respecto a los ojes
de las coordenadas se expresan por las integrales de superficie:

Toe={ f w4 as, 10,= sj @+ s,

To= | § @+mas.
8

Las coordenadas del centro de gravedad de una parte de la superficie se pueda
determinar por las férmulas
o | = 1
= S S = dS, V= SS zdS,

g s

[foss it

donde S es ¢l drea de la parte dada de la superficie
SS (z® + y* )dS, donde § es la parte de la

214. Calecular T
5
xz* + y*, comprendida entre los planos z = 0

I

superficie conica z?

ya=1
Resolucién. Tenemos
z J_i_:_ s ¥y
' By .'/ It +y,$

O o e O |
2—V=‘+u’. ?;—-V;r_hy’
5= AT = et trdy=

VH—( 6:) +( ay) d=dy ]/-i+z‘+y +z*+§f“ ol
= |/ Bedzdy.

Entonces la integral buscada se transforma en la integral doble:
= ([ @+ Vi,

o
La regi6n de integracidn D es el circulo 2* + y* << 1, por eso
2

EL 1
I=Y2 I ! (z’-i—y‘}dxdyadv'f-g L] Tp'dp=ﬁ,if d&—-zi‘bfz.
) B n



215. Hal!ar el momento de inercia de la semiesfera z =

= Y a" = z* — y* con respecto al eje Oz
Resoluclén. Tenemos
dz E L g2 ]
A VE—P—g L T Va—r—y ?

dS= |/1+ ) 1‘—) drdy ==
— z¥ y . a dx dy
_]/H' Fa P Vo=’

or= jsj (2247 dS = jnj (=2 42)- W—f_—,"?fed”y'

De regidn da int ifm sirve la proyeccitn de la semiesfera sobre el plano
20y, o sea, el cireulo 2* + y* < a?y por eso, pasando a las coordenadas polares,
obtenemos

2 “ 0
_ptdp
L5 559’ e pdp di= ia! dﬁé —_3-
4 Vc' [ Vao—pt

{ia integral interior se puede calcwlar con ayuda de la sustitucidn p = a sen f).

216. Caleular las coordenadas del centro de gravedad del plano
= z limitado por log planes ¢ + y =1, y =0, z = 0 (fig. 22).

1

Fig. 22
Resolucién. Determinamos el drea de la parte indicada del plano z==x.
a1 . -
Tenemos 'é?_" E“O. por consiguiente

[V BT (5T s

1 S
=VE £ (1—z)dz= ——1{2—2-(1_:)1 ':

et..-q_

dr ! dy=

:ﬁ_




mo[e—telotiint (rae 2 fa [ vivan
0
0

-=_1 L ot
=y U i 5 _U g
{s@ ha utilizado la ecuacitn del plano z = z).

217. Hallar las coordenadas del centro de gravedad de la parte de
la superficie z = 2 — (2* + y*)/2, situada sobre el plano z0y.

218. Hallar el momento de inercia del paraboloide z =
= (z* + y*)/2 con respecto al eje Oz para 0 << 2 < 1.

219. Calcular “ zyz dS, donde S es la parte de la superficie

s
z = 1* < y*, situada eotre los planos z =0 y z = 1.

§ 6. Formulas de Stokes y de Ostrogradski-Gauss.
Elementos de la teoria del campo

8i las funciones P = P {z, y, 5}, @ =@ (x, y, 8), R = R (z, y, 2} son
continuas junto con sus derivadas parciales de primer orden sobre la superficie
S y C es el contorno cerrado que limita la superficie §, entonces es vialida la
Jérmula de Stokes

@ Pdz+Qdy+ Rdz=
(4

= 535 [ %——i%) cos @4 (%—%—) cos B+ (%—%)cosv) ds,

donde cos a, cos §, cos ¥ son los cosenos directores de la normal a la superficie §.

La direccién de la normal se determina de modo que por parte de la normal el

S:imiiio_ del contorno € parezca ocurrir en el sentido contrario al de las agujas
reloj.

Si las funciones P = P (r, y, 2), Q= Q (z, y. z), R = R {z, y, ) son
continuas al igual que sus derivadas parciales de primer orden en la regifm
cerrada T del espacio limitada por una superficie lisa cerrada §, entonces es
vélida la férmula de Ostrogradski—Gauss

@(Puma+@coaﬂ+ﬁtu1)d§=5]§ (%—%%% -':—f-] dedy dz,
P T

fid



donde cos &, cos B, cos y son los cosenos directores de la normal exterior a la
superficie .
Si un vector variable F es la funcién vectorial de un punto del espacio:
F == F (M) = F(r), donde M (r; y; 2}, r = 2i + yj 4 zk, entonces este vector
determina el campo veclorial. En la forma de coordenadas
F=P, y )i+ Qilrp )i+ Rz, y, 5k,

donde P = P (z, y, 3), @ = Q (z, g, 3), R = R (z, y, 3) son las proyecciones
del vector F sobra los cjes de las coordenudus.

l.‘:e llama divergencia del campo vectorial F (M) = Pi -+ Qj+ Bk al
escalar

ap , ) AR
L s R

S¢ denomina rotor del campo vectorial F (#) = Pi + Qj + Rk al vector

. R 4 P R 40 op
b e i

k

o
P ¢ R
Se llama flujo del campo vectorial F (M), a trayés de la superficie § en la

direccién determinada por el veclor unitario de la normal n = cosa-i -+
4 cos fi-j 4 cosyp-k a la superficie §, a la integral de superficie

jsj FndS= SSS FpdS= SSS (Peos =@ cos B+ R eos y) dS.

La férmule de Ostrogradski—Gauss en la forma veclorial tiene el aspecto
1) Faas= 3 5 E div Fav,
% 7

o sea, la integral de divergencia del campo vectorial F, extendida sobre cierto volu-
men T, es dguel al flujo del vector a través de I superficie 8§ que limita £l volu-
men dado.
i Se denomina integral lineal del vector F por la curva X a laintegral curvi-
nea
’E Far={ Par+oay+Ras
K

q}ls 0o &3 més que el frabafo del campo vectorial a lo largo de la curva K. 31
el contorno £ es cerrade, entonces la integral linsal

1§Pdr= §Par+Qay+Ras

c c

se denomina eirculactdn del campo vectorial F (M) a lo large del contorno C.
La formula de Stokes en la forma vectorial tiene el aspeclo

§>Nr= Hn-mrds.
c 8



© %04, la circulactdn del vector a lo largo del contorno de clerta superficte es tgual
al jlujo del rotor a travds de este superficie.

220. Hallar la integral gb (rcosa - ycos P + zcosy)dS ex-

8
tendida sobre la superficie de cualquier cwerpo.
Regoluctdn, Por la [érmula de Ostrogradski—Gauss tenemos

@ {reos ot ycos p+scosy)dS=

‘3
¢ T 11 a{s} o X _
_Sl.“ P Jd r dy d==3 5‘5\ dudy dz=3V,

donde ¥ es el volumen del cuerpo.

221. Aplicando la formula de Ostrogradski-Gauss. transformar
Ia integral de superficie

R dan i
Y- g} v dyds— Sbdzdz+ - drdy

en integral de volumen.

Hesolucign. La antegral dada se puede escribir asi:

fiu N
I‘w@ -—marz 1 _é"_”' B_!_?ws?] a8

¥ la dltima integral segin la formala de Ostrogradski--Goiss es igual a
[ ¢ fduy A 4 du _id‘b& _
15[ () () + 2(2) s
fu | it
] (e ) e
T

Por consiguionile,

ﬂ*u @2 u
£ = i e .
‘S E dr* T )d!dy!
T

222. Aplicando la f6rmula Je Stokes. hallar I — '3 2y de 4+
¢
— dy + zdz, si C es la circunferencia 22 + y* — 1%, z = (.

h-l220 e



Resolucién. Segim la férmula de Stokes tenemos
Js:ﬁx’yaﬂy-;.;sm
(4

= (R 22) cosat (2222 ) csp (2222 ) couy s,
3

donde P=2¥d, (=1, R=z. Por lo tanto, en el segunde miembro obten-
dremos —S S 3x%y% coay 45, donde 45 cos y=drdy. Ahora bien,
3

I=—3 j 5 oyt dady.
B
Suponiendo z=pcos @, y=psenf, obtendremos

r
I=—3 X { a‘aenlamnaapaae—me=acus=we I Pdp =
D v ?
af2 L 2
=2t 5 sen? B cos? f di= —-—%- 5 sen? 2640 =
b ']

a2
/2 - niré

. re 1
=—3 ! (4— 009 48) d6 = — 1 [B—Tsenm]o =T

223. Hallar el flujo del radio vector r a través de la cara exterior
de la superficie de un cilindro circular
recto, si el origen de las coordenadas
coincide con el centro de la base infe-
rior del cilindro, & es el radio de la
base del cilindro, A es su altura
(fig. 23).

Resoluein. Para caloular el flujo del
vector T & través de la cara exterior de la su-
perficie del cilindro es necesario determinar
ol flujo de este veotor a iravés de la base
inferior, la supericie lateral y la base superior
del cilindro,

Tenemos Qp, ypt = S T, d8, pero

la yeccibn del radio vector r sobre la
Fig. 23 nm'g:i exterior a la base del cilindro es igual
a cero ¥, por eso, Py, e = 0.
La proyeccifn del radic vector sobré la mormal a Pn‘ superficie lateral es
igual &l radio de la base del cilindro, o sea r, = R; entonces Qg 1ar =

= ij f d8 = R84, 1at = 2nR%.
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La proyeecién del radie vector snbre la normal a la base superior es igual
a k. por consigiente, Qp, sop = h- des = h-Sp= nR%.

De ®ste modo, el flujo del vector r a tmvés de la cara exterior de la super-
ficie del cilindro es igual a

Q = 2nR% + nR% = 3nR%.

224, Hallar el flujo del campe vectorial F = (2z: — z) i +
+ (x -+ 22) j -+ 3zk a través del lado del tridngulo §, recortado del
plano z + 4y + z — 4 = 0, por los plancs de las coordenadas en
aquella direccién de la normal al plano que forma con el eje Oz un
angulo agudo.

Resolnelén. Tenemaos

n= j 5 (22— =) dy d3-(z-+22) dz dz+ 3z dz dy =
&

= .U (26+ 4y +2—4) dy ds-- (224 de ds 8 (§—z—dy) de dy =

1 A=ty & -
=jdy S (Bt by— D) dst | a2 S (=2 dz+
i} 0 vb
L i-x/b 1
+3fa [ U—e—inay={ [ 16 A—v2—16 0~ | as+
] n [}]

+§[—i—t4—zm=+azu»=}]d=+3§[:irﬁ-zw CFL Jaemn
L] 0

225. Hallar la circulacién del campo vectorial F ==
=(x+3y+22i+2r+32)i+ (z—y)k por el contorne del
tridngulo MNP, donde M (2; 0; 0), NV (0; 3; 0), P (0; 0; 1).

Resoluctén. Segin la férmula do Stokes @ Fdr = H n-rot F ds,
donde
i i ok
7l a d
K= Bz By @ |
z4-3y+2: 2242 z—y

_ d{z—y) 8(2.‘:-]-3) B{z—y] dfz-] 3y-l 22}
[ F ] { ]’+

+[ a(::.;::) a(x+§y+zz ]k: e

Hy



Aqui ¢ o5 el contormu del tridngulo MNP para la orientacién positiva. Este
1odngulo doscansn en el plano #/2 + y/3 + 21 ~ 1, o bien 3r + ¥y - 62 —
— 6 = {1 Por consigniente,

1fee S j o TolF e { j {rot Fiy dy dz (ot F)y dzdz -
s s

S-1roL FI, 2r dyi . —21! ju’yd.‘+£5 dsd,r—-j j dz dy—
i x Dy
3 bl L o#-22 2 s-dxp
-—2]39‘ j d:}—\dx I d:—-\d.r I dy
] i

LSS S o S

226. Hallar la divergencia del campo vectorial A = 2% — y% +
< 2%k,
Ressbucrin. Segin In delinicién div A=2dz 4 24v | o4,
oar 'y a !
Ayt Ay=yt A;=:t Por lo tanto, div A= 2(x-+y+2),

227, Hallar la circulacion del vector A = —oyi + oxi por la
circunferencia x = a cosf, y = asenf en el sentido positivo,

donde

Resolucion. Tenemos
2n
@ Adr= {J—-w drd-izdy - i {a* gent ¢ L gt cos? §} di = Inati,
= -
[ ¢ ]

228. Hallar el flujo del campo vectorial F = (y — )i+
- (r + y) § + yk a través del lado del tridngulo S, recortado del
plano &z 4+ ¥ + z — 1 = 0 por los plancs de las coordenadas.

229, Hallar la circulacidn del campo vectorial F = (x + y) i 4
+ (x — 2) j + {y — 2z} k por el contorno del tridngulo 4BC, donde
A (0;0; 0). B(0; 1; 0}, € (0; 0; 1).

230. Mostrar que rot (grad u) = 0, o sea, e} rotor del gradiente
de un escalar cuslquiera es igual a cero.

Resolueién. Puesto gque las proyecciones del vector dol gradiente son

i du s du
las derivadas parciales T W antonces
i j k
I D )
ot (grad uj=e| 3r Ty B3 |=
du ou Gu
9z oy o=
Gtu 3y [ P gt By y_
"'( ETTZETT )= l T mar )‘H‘ (Txav""‘a:‘_ay )"0'
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231. Aplicando la férmula de Stokes, hallar la integral curvilinea
§J(y + 2z) dz + (2 + 2) dy + (z + y) dz, donde C es la circunferen-

c
cia x* + y* + ¥ = al, .:+y.+z=0.
232. Hallar la integral H {(z* cos a0 + yPcos B + 2° cos y) A5

¢
tomada en la superficie de la esfera z* 4 y* -+ 2* = a?, donde e, B, ¢
son los dngulos de la normal exterior con los ejes de coordenadas.

233. Hallar H [(22 — y®) cos e + (2* — 2% cos f 4

¢
+ (y* — % cos y| dS, donde S es la cara exterior de la superficie
de la semiesfera 2® + y* + 2t = a* (z = 0).

234, Calcular H (rcos o 4 ycos B + zcos y) dS, donde S es

(]
la cara exterior de la superficie del elipsoide z%a?* -+ y*'b* + 2%c® =

235. Calcular _“I dydz - ydrdz + zdrdy, donde S es la
s
cara exterior de la superficie del cilindro z* < y* = a*
(~h Sz < ).
236. Hallar el flujo del vector F = 231 + y% -+ 2%k a través de
la superficie lateral del cono #* + y* < (R¥A%) 22, 0Tz <Th,
237. Hallar la divergencia del gradiente de la fancién u = ¢**¥*%.
238, Hallar div (u X v), donde w == zi -+ yj 4-zk. v — yi +
+ zj .
239, Hallar el flujo del radio vector r a tratvés de la cara exterior
de la superficie de un cono circular recto si k es la altura del cono
v R, el radio de la base,
240. Hallar la circulacién del vector A = —yi |- zi por la cir-
cunferencia 2 + (y — 1) = 1.
241. Hallar la circulacién del vectoru = (z +2) | F (e —y) i+
~+ zk por la elipse z*/a® + y3/b® = 1.
242. Hallar rot (r-a) r, donder = zi + yj + zk,a =1+ j + k.
243. Hallar rot (r-a)b, donde r = zi + yj + zk, a =i = § +
+k b=i—j—k
244, Mostrar que div(a X b) =brola —aroth.
245. Mostrar que div (fA) = f div A -|- A grad f,



Capitulo i, Series

% 1. Seties numéricas

Sed uy, by, By o .o By -, donde n, = 7 fn) s una sucesidn numérica
inlinita. La expresién
Uyl g vyt Lo Fug .

se llama serie numérica infinita y 10s nlimeros uy, uy, vy, - . ., u, se dicen tér-
minos de la serie; w, = f (n) se denominn tdrmino general. Una serie e escribe
o

Irecuentemente en la forma Uy

L.a suma de los primeros n tirminos de una serie numérica ss designa por
8, ¥ g8 llama sums parcial n-érima de la seric

Sp=wmtutugt... 4w,

Una serio se dice convergents si su suma parcial r-ésima 5, tiends, con un
crecimiento ilimitado de n, a un limite finito, o sea, si lim §, = §. El

imero 8 ba recibido el nombre de cuma de la serle, Por & coptrasio, i la
snma;'mmul n-dgima de una serie no tiende, cusndo & — oo, a un Lmite finito,
la . 58 denomina divergente.

atagtof+...tagttd ... (Hg] <1)

compuesta por los términos de una 6n g q
es gonvargente, siendo su suma of{l — g}
Le sarie

Etrtag A Sant I

1
T S SR . KRN
Namada arménica, diverge.
amos los teoremas principales sobre las series muméricas convar-
ntes,
- {. 81 convergs la serie

wtwtut..,
enionges converge lambién la serle
LT e

i



obtenida de la serie dadn omitiends los primeros m términos (esta Gltima serie se
depomina m-fsime resto de la serie inicial); y viceversa, de la convergencia del
m~fstmo resto de la serie se desprende la convergencla de la serie dada.

2. St converge la serle

ty = g Uz ..
¢ su suma es ¢l nidmero §, entonces converge también la serie
auy + aity 4 aug = .. .,

ademds , la suma de la dltima serle es igual a aS.
3. St convergen las series

wtugtug4+.., it vgdbyd...,
Que tlenen las sumas S y o, 7

115

P mente, ent converge la serie

(g + o) + a4+ w) + (wy +23) + - - o,

siendo la suma de esta Gltima serie igual @ § + g.
& Si la serie

Uyt ug Uyt ...
converge, enlonces lm u, = {}, v sea, cuando n— o0, el Umite del término
L El -]
ﬁemm{ de la serle convergente es igual a cero (erilerto necesario de convergencia
e una serie). : .
Por lo tanto, si lim uy, 5= 0, entonces la serie diverge.
Moo
Citamos los criterios mis importantes de convergencia y divergencia de

las series que tienen términos positivos,
Primer criterio de comparacién. Sean dadas dos series con términos positivos:

[ o P o P PR S T h
L e il e T T i M )

ademds, cada término de la serie (1) no supere el térming respectivo de lo serie (2),
o sea, up su, (n=4,2 3, ...). Entonces sl converge la serle {2;. converge
también o serie (1); st diverge la serte (1), diverge tambidn la serle (2),
Este criterio sigue en vigencia si las desigualdades u, < v, %o cumplen
no para todos los n, sino comenzando de cierto nimero n = N.
Segundo criterio de comparacidn. Si eziste un lmite finito y distinto de cero
o0

lim (uglvn) = k, entonces ambas series 3 up ¥ E v, simulténeamente con-
o0 n=t n=1
vergen o simultdneamente divergen.

Criterlo de Cauchy. Si para una serie

L ol e T S S TN S

existe lim Wﬂ = C, entonces esta serie converge cuando C << 1 y diverge cuan-
do C> 1.
Criterto de d*Alembert. Si para una serie
R P o T A R
existe lim {un4q/u,) = D, esta serie converge cuando D < i y diverge cuando
oo
D=1,



Criteriv ingegral, Si f () pare z 2 1 e une funcién continug, positive y
oo

nondtona decreciente, entonces la serfe N ty, donde uy, = [ (n), converge o diverge
=

oo
en dependencia del hecho de que converya o diverja la integral j]’ (%) dz

= 1 ahd
Examinemos ahora las series coyus términos tienen siguos distintus.
Se llama serie alternads a ln que tiene la forma

by — s+ g — gty

donde u, == 0 (n=1,2, 3, ...).

Criterlo de convergencia de una serie alternada (criterio de Leibniz). ['ne serie
alternoda converge si los valores absolutos de sus términos decrecen y el término
general tiende a coro, o sea, si se plen dos condici siguientes: 1) u >
Uiy ... ¥ D lim ow, =0

e
Tomamos 1a suma parcial n-ésima de unu serie alternada para la cual se
cumple el criterio de Leibniz:
Sp=wum—uyduy—ug ..o (=),

Supongamos qua R, es el n-éeimo resto de la serie. Este resto se pusde eseribir

como diferencia cotre Ja suma de la sorfe § y la suma parcial n-ésima S,
o sea, R, = § — §,. No es dificil ver que

Ry = (—1)" {upyq — Upiy T+ ptg — nty + .0k

El valor | Ry | 58 estima con ayuda de la designaldad | R, | <<y
Vamos a exponer ahora alguvas propiedades de las series de terminos de
signos cualesquiera {o sea, series alternadas y series con alteracion arbitraria
de los signos de sus términos).
La serie alternada
Uty Uyt Tl
converge si converge la serie

Ll Al +lugl =it +...

o
En esto caso la serie 3 up s¢ llama abwolutamente convergente.
et

L
Le serie convergente E up 86 d ina i Imente convérgente
n=1

of la serie 3 |ua| diverge.
P

b
Sila serie | u, converge absolutamente, entonces la serie obtenida des-

pués de cualqni:r‘remdmcléu de un conjunto infinito de sus térmi i
absolutaments ¥ tiene la misma suma que la serie inielal.

L
Si la serie ¥ w, converge condicionalmente, al denar un

conjunto illﬁ-lli‘t‘l; de sus términos la suma de la serie puede cambiar, En parti-
cular, reordenando (permutando) los términos de una serie eondicionalmente
convergente, se la puade f en serie diverg

Fied



Si las series uy 4 wg + va 4 .. ¥ 3+ vy v+ . . convergen absolu~
tamente y tienen por sumas respectivas §; y Sy, converge tambié
abgolutamente la serie

ugy + (g + vgg) + (Vg + vy -k ugty) + ...
P T S TR S 1
Esta serie se llama producto do las series
it tugt. ¥yt atnto..
Su suma es igual a §,5;.

246. Se da el término general de la serie u, = m— . Escribir

1071
los primeros cuatro términos de la serie,
Resolucién. Si n = 1, entonees u, = 1/41; si n = 2, entonces uy = 2/101;
si n= 3, entonces uy = 3/1001; si n,= 4, entopces u = 4/10001; la serie se
puede escribir en la forma s

1, 2 3 4
THgor e tIoor T
247, Hallar el término general de la serie
1 3 5 7
stwtwtwt.o.. .
Resolucién. Los n dores ivos forman la progresién aritmética
1,3, 5 7, ... &l nésimo término da la progresion lo determinamos por la
formula a, = ¢; - d (n — 1). Aqui &, =1, d= 2, por €30 a, = 2n— 1.
Los d inad tivos Ja progresién geométrica 2, 22, 2%,
24, , . .; el n-ésimo término de esta progresién es.b, = 2n. Por consiguients, el
término general de la serie u, = (2rn — 1)/2%,

248, Hallar el término general de Ja seric
FHE HE HF)

Resolucitn. El exp te de lu potencia de cada término coincide con el
nimero de este término, por eso el exponente de la potencia del n-ésimo término
es igual a n. Los n de las fracci 2/3, 8/7, 4/14, 5/15.,. forman una
progresién aritmética con el primer término 2 y Ja diferencia igual a 1. Por eso
el n-ésimo término es igual a n + 1. Los denominadores forman una gmgresién
aritmética con el primer término igual a 3 y la diferencia igual a 4. Por copsi-
guiente el n-ésimo denominador es iigual & 4n — 1. Por Jo lanto, el térmiino
n=+ s
dn— 1 ) -

249. Hallar 1a suma de la serie bog bt d 4
g 13785 57 7977777

general de la serie es u, = (

Resolucién. T

Lp= ey Puesto que

= (= meT)

entonces

e b{imd) i3 mm b (e )



Por consiguiente,
b=} () - st
i 4 !

me T R i s et R fmJ=§-(i—m)-

yl,_

[ . i 1
Como lim 3“_7 lim (i—m_—i)_-i-,hsuiamvemysusuma B8

=0 Rt

o 1
lmlaT.

250. Hallar la suma de la serie &§+;ﬁ+i'.'i;§+ .

Resol 1" Represent el término gemeral de la serie uy=
:m en forma de 1a suma de las fracciones elementales:
1 _4 +E ¢
antA+s #  ntl ' oafz’
Mlul! F poroll i K} delp.".m“ 3 +, .Il all-‘ tidad
lemd(nd1)(n-+2)+ B, (n+2) +Cnin+1).
Su do sucesivamente n = (0, —1, —2, encontramos: para n={0: 1 =

Jln'ifz, para n=—1; 1= —B; B = —1{; para n = —2: 1 = 2¢;
..1!2 Do sste modo,

LI 1 1 1 {11 2 1
=g T R 0% sy (T ) -
De aqui,

g 4. 4 2 .4 3
3'4'3 TrTir-ghyte
1

1
taET TR _"n+t| ) T(z pE=g n+2]
De suerte que lim S, = 1/4; por consiguients la serie converge ¥ su suma
=+ 00

251, Investigar la convergencia de la serie
RERE S

Resolucién. La serie estd puesta por los térmi 8 la progresié
étrica infinita decreciente y por eso converge. Vamos a determinar la suma

~1
-



de la serie. Aqui ¢ = 2/3, ¢ = 1/2 (denominador de la progresién). Por consi-
guiente,

o W 28 4
“1—¢ 1—12 3§

252. Investigar la convergencia de la serie

1 i i 1
mtotstwt...
Resolucidn. La serie dada estd obtenida por la omisién armébnica de los
i Por Igui

primeros diez tér te, ella diverge.

253. Investigar la convergencia de la serie
1 2 3 4
Ttgtgt+a Tt
Resolucién. Encontramos el término general de la serie u, = nf(8n'— 1).

Como

1
Byl =l

o sea, lim u, =k 0, la serie diverge (no se cumple la condicién necesaria).
n—=oc

254. Tnvestigar la convergencia de la serie
0,6 +0,51 + 0,501 4 0,5001 + . . .
Resolucidn. Aquiuy, = 0,5+ (0,4)", lim u, = 0,5 == 0 y la serie diverge.
LT

255. Investigar la convergencia de la serie ) -2-,-‘%_—3-
n={

Resolucién. Los términos de esta serie son menores que los términos res-
-3
5 1 2ot 1 1
pectivos delusen:lgzlz—n.n sea, de laaeuei +1 +§ 4+ ....Perola

iltima serie converge como pr ién geométrica infinita decreciente. Por lo
tanto, converge también la serie dada.

256. Investigar la convergencia de la serie
1 1 1 s
1+3;+3;*+4—,+-- .sip<<i,

Resolucién. T.0s términos de esta serie, comenzando del segundo, son mayo-

m« que los términos respectivos de la serie arménica. Por consiguiente, la serie
verge.

257. Investigar la convergencia de la serie que tiene el térmi-

no general u,= :

Tzn—3"



Resolucidn, Comparamos esta serie con la serie en la coal el término general
= {/3" (o ses, cOn upa dy rogresibn geométrica infinita decreciente). Apli-
quemos el sepundo criterio de wmpuraufm de las series:

lim ~2= Yim
T=og N fiepo

i
=li o . Y
[ 2)! R T T
o i
Puesto que el limite es linito y distinto de ceroy la serie Z ga couverge,
entonces converge también la serie dada. e
258. Investigar la convergencia de la serie
1.8 .4.4
sttt

Resolucin. Aqui u, = 1/(3n — 1). Comparamus la serie duda con la serie
arménica en la cual vy = t/n:

||I.n —'-— llmr -3-‘

noa R

For lo taulo, la serie dada divergs.
259. Investigar la convergencia de la serie
1 22 3)3 44
3HE) +(7) +(3) +-
Resolucidn, Tenemos u,=(ﬁ7)n Aqui es comodo aplicur el cri-

terio de Cawchy, puesto que '} =T
cifn se determina sencillamente:

‘H v el limite de la dltison frac-

1 1
C=lim §un = lim im 5y R
Como C=1/2< 1, la seria cunverg\e.
L

260. Investigar la convergencia de la serie | 2% (1-&—»:—)".

Besolucisn. Anli tambié

=1
P en este caso el crlte,;io de Cauchy:
1 1y 1 1\n
w=g (t4+5)" V=g (1)
=lm Vip=Li At
=t Vire (14 = 4

eomo C = 1, la serie converge.

261. Investigar la convergencia de la serie
2, 3 23. an
Ttwtwt. - ot
76



Resoluctén. Aplicamos el criterio de d'Alembert; tememos u, = 2n/nlo,
Bhgy = 20(n 4 AP0, upp i, = 201%(n 4 1)1, es decir,

2nl0
D= lim oy lim
n-co (A1) - 110
N0 ('l +T)
Como D = 1, la serie diverge.
262, Investigar la convergencia de la serie

1 2 3 4 5
v—ﬁ-i-g-t-a—v—g-l-'y—-ﬁ—m-l-- o

Resolucipn, Aqui uy, = nf3nf, u,y, = (n 4 DBOOA, u o fu, =
= (n + 1)/(n}/3): por eso
nti N U T
g T e UL

Por lo tanto, la serle converge.

263. Investigar la convergencia de la serie
10 , 102 | 108
Trt gt

HResolucién. Tenemos = 10%/nl, =105 + ), wppfu, =
= 10/(n - 1). D = lim 1'3?{» +1y=0 1<. 1, 0 sga,—‘in uﬁaha:\,r“erge.
noo

264, Investigar la convergencia de la serie
1 1 1
Ittt t...
Resolucién. Tenemos v, = 1/n2, upyy = 1(n 4+ 1%, tpiqfe, = r8{i4-nl=
Al 1l D=l aadba) . Dot quo Bt sotasess: con

ayuda del criterio de &Alembert no se logra resolver la cuestién acerca de la
convergencia de la serie.

Aplicomosz el criterio integral: u,,zr_l.... por consiguionte, f (:}zL
ne 2 Y

:°=1. La integral converge (es una cantidad finita), por ese
1
converge Lambién la serie dada.

265. Investigar la convergencia de la serie
| 1
Tz TImI T Ima T
Resolucién. Aplicamos el criterio integral:
| 1
= = R A ey Ty e
o L d:
dr 41
§ EE)mE+D 15 gD 2 E+H)T=co.

La intogral diverge, por aso diverge también la serie dada.




266. Investigar la convergencia de la serie

Rm!uc!ﬁn Apliquemos el criterio de Leibniz. Puesto que
3 1 4 1
T z+uz FEOTHE R dFm
entonces
$ogheoshroatr -
Por i lida la pri dicién del criterio de Leib-

niz. Puesto que u, = n.l’{n’ -+ 1), tenemos

lm un= lim 53 = lim =0

P

© sea, estd cumplida la egunda condicién. La serie converge.
267. Investigar la convergencia de la serie
11—10‘1 -+ 1,001 — 1,0001 + .

Resolucldn. La g dickd delmtenodel-eihni:seeumple 14>
}i,olbioﬂibi,ﬂm....wom lado, u, =1+ o lim py =
Iﬁ ok

= lim ( 14 10") = 1. Puesto que hm 4y == {0, no ssté cumplida la condi-
R

cién necesaria de convergencia de la saris, La serio diverge.

268, Investigar la convergencia de la serie
1—14+1-14...

Resolucién, El té I I de la serie no tiende a cero, por eso la serie
diverge.
269. Investigar la convergen:ia de la serie
I—y-gtE—F-F+.

Resolucidn. Compongamos la serie de valores absolutos:
1,1 i 1.
tts gt

Esta serie ¢3 una étrica infinita d i tey T consiguients,
converge. Asf, pues, la mg;ada tambié: ge ¥, Y pcconwge abso-
Iutamente.
270, Hallar el producto de I'n.-a series absolutamente convergsntes
2"

144 +ﬂ+ +ﬂ+ e ey i

R R E R
78



Resolucign. El producto de las series {segiin la definicién dada en la
pég. T8 es la serie

t+(qr+ i:)ﬂﬁ"‘??r‘*‘z—:)"‘

+HF+a T '2T+T)
ot (Tt “T"‘ﬂr Tt +‘T)+""
o bien

S G+ (2 42.2.34 894 S @423 1823 84

n)

1 nl o
B i rrp T | Ry e 2R3

=Ch (k=1, 2, ...), la serie se puede escribir en la

nl
Puesto que =R

forma
R s et S

o bien

PRRS.NE AT TS SN

271. Escribir los primeros cuatro términos de la serie ) 'iﬂ:Ti ;

n=1

272. Escribir los primeros cuatro términos de la serie , mﬂ—_— %
nmi
Escribir las férmulas de los términos generales de las series:

273. —+—+—r+‘°°°°+....

274'-%-+;,+8-;8+“2"'

275. ,+12+123+m 33T

276.—-+ 9

Hallar las sumas de las series:
1 1 1

217, 5+53tsg+. - -

S
278. Zi e

i 1 i
279. m+m+m+ —



280. 1+ "‘;" (""‘1 ('“"1) +oee (m> 1),
281. Con ayuda del criterio necesario mostrar que la serie
Attt  diverge

282. Mostrar que la serie 2 (2‘“—1)' diverge.

Investigar la convergencla de las series con ayuda del primer
criterio de comparacidn:

1, 1 t t
W prtmrtmetmst -

L n
84 ) w7

ne=1
Investigar la convergencia de las series, valiéndose del segundo
criterio de comparacidn:
241, B4t 23+i
85 shterr v EaT

i ] oY 243
Indicacién: comparar con la serie s (-—5—) +(?) L DR

V3 Vi
286. 2: :+2z rterteer -
Valiéndose del cut,erm de Cauchy, mvest.lgar la convergencia de
las saries

n? 42044
2817. E (513’+2n+1) .
288, 3+(2 10)F + (2,01)° + (2,001)8 + .

Valiéndose del criterio de d'Alembert, lnvasuga.r la convergencia
de las series:

10 1012 1048 1044
ma o el
1 1 1
2. p+(m) w+{%) w+(m) T+ -
Valiéndose del criterio integral, investigar la convergencia de las
saries:

®
201. 3} = si p>1.
nn.il 1
22 Tt PnR T ERE T
Tovestigar la convergencia de las series de términos de signos
cualesquiera y determinar el cardcter de la convergencia {absoluta,
condicional):

1 4,7 10
293. s—sts—17w -

80



294, 1,1 —1,024+1,003—1,0004 ... .

S (=O%1(nt1)
295. Elﬁ:rm'-

=

1 7 13 19 25 #H
6. W1+Tﬁ;_wi+wi+iﬁi“:ﬁ";"' .

1 1
Investigar la convergencia de las series;
298 l—G+g—gt....
i i 1

299. 17?1&???-1-1. s43
300. Tﬁ--kw—i—ﬁ-l-m-i— e

1 i i 1
3. F+ﬁ+§§“+ﬁ+ e

802 442+t oh ...
11 2y a8 .,

303, 5+ .s,ﬂﬂ. ;

304. 1+z=+ i

305.1+2.+3,—o—4.

1 1 1
306. T inln2+3]u.‘! T ln3+&ln4 wmit -

g 'z":m;'gs—rﬂ“w-—*
808, o —mr t Fpy B T
300, 1343 k5t ...

.3 & 4

312.A,+3‘_4L,+....
1 1 1 1

el TS T ety T Sy SRR
344. Hal.lar ol producto de las seriea ahsolutamsnte convergen-
teaH— + + 3-|-Q +....

315. Mostrar gque la serie 1 — % + g = % <+ ... converge

absolutamente y elevarla al cuadrado (multi plic;rla por si misma).

§ 2 Series de iunr:ut ¢

La serie
(Dt @ +u@t.. . tuE ..,

o—l22 L



cu{m téirminos son’ funciones de r se llama serie de funciones. El conjunto de
valores de z con los cuales las funciones uj {2}, uy (2}, . . ., 4y, (2) - . . estén

determinadas y la serie E i, (r} converge se denomina regidn de convergencia
A=t
de le serle do funciones. La vegidn de convergencia de upa serie de Iunciones

suglo ser con més frecuencia un intervalo cualquiera del eje Or. A cada valor en
la regién de convergencia X le corresponde un valor dsterminado de

Zim 37 u, (z). Esta cantidad que es una funcién de = ba recibido el nombra de
""”n-

i
suma de uns serje de funciones ¥ se desigoa por S (z).
i dﬁapreseﬂtemﬂs la suma de una serie en forma $ (z) = S, () 4 R, (),
onde

Sp ey =up(2) +ag (2) o v o+ uy (2 By (8) = upgs (2) + Upga B + - . -

[R, {x} ¢3 el resio do la serie de funciones ],

La serie convergente de funciones ﬂ u, (z) se ama untformemente con-
nom

vergente en cierta regidn X &1 para cada mimere e = 0 lan pequefio como se

desee, existe un numero enlero positivo ¥ tal que, cuando n = ¥, se cumpla

la desigualdad | B, (r) | =t & para cualquier z en la regién X. Ademds, [a
o

suma § (z) de una serie unif con E ity (2} en la regidn X,
i

=
donde u, {7} (n =1, 2, 3, ...} son funciones continuas, es una funcidn conti-
nua.

Formulemos el criterio suficiente de la convergencia uniforme de una serie
de funciones, 0 sea, el criterto de Welerstrass.

81 las funclones uy (z)s Uy (2), . .., 8y (=) por su calor abeoluto no superan
en clerta regidn X los mimeros positivos ay, 04, . . .y 8y, + -+ ¥ 8demés, la serle
numeérica

gyt aptagt oo tay .
eonverge, enlonces lo serie de jumciones
() Fua @t u ()t @4

converge uniformements en esta regifn.

Finalment: i dos ¢ refersntes a la integracién y deriva-
cifn de las series funcionales.

L. i1z serte uy (z) + g (2) + g (2) + . - ., donde 1, (2), ity (2), ¥y (3) .o
ton funeiones continuas, converge uniformemente e clerta regién X y Hene la suma
8 (), entonces la serie

] ] b
ju; (z) dx+ ju,(x}&.;-l— ju,(;‘) dz4-...
a a a

b
converge y tiene la suma 5 & {z) dz (el intervalo [e, b] pertenece a la regidn X).

2 Sea quo las funciones . é:), y (1), ty (z) estdn delinidas en cierta
regién X y tiemen en esta regidn las derivadas uf (z), uj (=), ud (=) ...

82



el
St en esta regién la serie E tp (x) converge uniformemente, entonces su

1

sumea es igual a la derivada den-h suma de la serie inicial:
Ll o0
N wh@={3 unid]L.
] =]

316. Se da la serie de funciones

T=+2 ! .5('::5:-22 %(;;:—-0-22)8-'-“' =

Investigar la convergencia de la serie en los puntos x =0 y z = 1.
Resolucién. En el punto z = 0 obtenemos la serie
L i E il N
s llen::gar_t 20/(2n — 1), wp4q = 2f(2n 4+ 1). Aplicamos el criterio de
D=lim ot :La‘z;liil“i;" 2lim ST =2lm 7Ty=2.

n=-oc

o sea, D = 1. Por consiguionte, la serie diverge.
En ¢l punto z = { vhtenemos la serie

FHE
Aqui u, = 13" 2n — 1), uyyy = 1/(342-2n + 1)); hullamos
TS - (2n—1) t 2t A
O=lim = == w3 o1 3!

n—co

o0 sea, la serie converge.

317. Hallar la region de convergencia de la serie

1 1 i
Tttt

Resolucisn. Encontramos el término general de la serie u, = 1/{1 4 22,
5i| #| =<1, entonces hm wu, = ]ll‘l‘l -_zr = {; puesto que lim uy %= 0,

la se.rul dwergn Si|=z r: 1, ernt.oncns también obtenemos la eane dwergenta

S

Sl | z} > 1, entonces los términos de 1:11 suri;a dmis son menores que los
de la serie g strica infinita d ient F+ F"';&"" . -, 0 2ea la serie
converge.

De suerte que la regién de convergencia de la serie e define por la desigual-
dad | £] > 1. ?n ellograsu]la que ]rg serie converge 21 1 <= x 20+ oo n%l
—C0 < I —

ae "



318, Mostrar gue la serie

1 1 1 1
P11 B3 +J’“+3 T AT T
converge uniformemente para todos los valores de 7 (—oo <<z <<
< tec).

Resolucion. La serie dada converge, cualquiera gue sea el valor do z segin
el criteria de Leibniz, por eso su reslo se estima con ayuda de Ja desigualdad
| o ()| 2] 8y 21 |2 0 se@

1

1
|Rn(fﬂ‘4m(‘ T

Puesto que las degigualdades n—l-i-s ey n 3%-— 1 son equivalenies,
entonces, lomando n = N, donde N es oo niimero entero positivo cualquiera
qua satisfaga la condicidn N .z—: — 1. llegamos a Ja desigualdad [ R, (2} | <

]<: e De suecle que la serie dada couverge uniformemente en el intervalo
=0, -0,

bl
319. Mostrar que Ja serie ) £ convorge uniformemente en ol

y =1
intervalo 1—1, 1],

Resolueion. En ol intervalo indicade la serie eon como progresion

e decrect T, R, (z) = zn*t o gneE 4

geomélrica infinit dec mhrl
ezt 4, 0 sea, By (z) = 2" — z). Pero  lim | R = 102,

lim R (#) = co. Por consiguiente, tomando & > 1'?“1.’::0 podemos lograr
Pises
que |2 desigualdad se cumpla para evalquier valor de 2, Por lo tanto, la serie
Ed

) i
Z Z™ converge no uniformemente.
=l

320. Con ayuda del criterio de Weierstrass mostrar que la serie
senx-}—zi,-sen’2z+§1;-sen33r+...
converge uniformemente en el intervalo J—oo, +ool.

o i i 1 i
Resoluciin. Puesto que ‘ sEsen”az | S la serie 1—}-—2? +Tf+ e
converge, entonces la serie dada converge uniformemente cualesquiera que
sean log valores de =,

321, Se le puede aplicar a la serie arctg:+amtg'2—1j,ﬁ-+
+-arctg ﬁ—i—- . ‘+amtg—f[—: el teorema de derivacién término
n
a término de las serios?
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Resolucién. Vamos a comparar la serie dada con la convergente
x I T
sttt mm e
{pare una z fija cualquicra). Entonces u, (x) = arclg (z/n*3). v, (&) = 2/n?t,
Puesto que aretg « ¥ o son infinjtésimos equivalentes, entonces lim =2 i
=1y el segundo criterio de comparacidn lleg ala lusién de que

la serie dada converge.
Hallamos la derivada del término general de la serie dada;

. 1jnir2 nile
un (-ﬂﬂT_—F—wn—.=x,—_|_n? .

La serie compuesta por las derivadas tiene la forma
| 212 3 . 4Vi
_-—:7-+!. o o] + 34 T 2247 b RO
Notemos que los términos de la @ltima serie son menores que los términos
respectivos de la serie convergente 1 4 E*lF"_ EST’ + ... . Por consiguiente,

conforme al criterio de Weiersirass la scrie compuesta por las derivadas conver-
ge uniformemento en el intervalo | —eo, ~-co| y a la serie dada se le puede apli-
car el teorema de derivacién de las series.

322. :Es correcto que a la serie
cusz+—12--co52:+2’—,vcos3x+%-coséx+ .
se le aplique el teorema de integracién de las series de funciones en

el intervalo [n/4, n/3]?

Resolucién. Los términoes de In serie dada, cualguiera gue sea el valor de x,
son en valor ahsoluto menores que Jos Lérminos respectivos de la progresién
geométrica infinita decrecienle

10 4 4
1+?'+'T+?T“' i
Por eso segin el criterio de Weierstrass Ja serie dada converge uniformemente en
el intervalo |—, --o0| ¥, por consiguicnle, se lo puede splicar el Lecrema de
integracién de las series para un intervalo finito cualquiera [, b), en particular,
para el intervale {n/4, n/3].

323. Se da la serie de funciones

:’3-:-:—:4—'_(:’3—::‘-]1—1)2-'1-(x’?-jj—l)a"_ Sl

{Converge la serie en los puntos z =1, z =2y x = 3?
324, Investigar la convergencia de Ja serie de funciones

AL (22— bz 1 6) 4 2k (29— b+ 6 + g (B —ho+ 6P+ ...

en los puntos s =1 y z = 2,



325. Hallar la regién de convergencia de la serie
1de™Le ™ L4,
326. Hallar la regién de convergencia de la serie
1 4,
1+?§*+'F—r‘$+' LN

327. Hallar la regién de convergencia de la serie

1 + i _ i 1
FH T EEIY  FEFE T RER T

328. Mostrar que la serie Z

en ol intervalo ] — oo, ~,.oo[.n=!
328, Mostrar que la serie

2041 , 1 f20441\2, 4 f2e44\3, | f2rg1\4
mrtriey) e M is -
converge uniformemente en el intervalo [—1, 1]
330. Mostrar que la serie
e

converge no uniformemente en el intervalo |—2, 2[,
331. Mostrar que la serie

sen r+]§ﬂm= + {sen :+'!;_"§ cos T)! + {sen :+¥ 3oosz)® i

converge en el intervalo ]—oo, 4-col v determinar el cardcter de la
convergencia.
332. ¢S puede aplicar a la serie

= +n1 converge uniformemente

senz+?{,=-sen%+—a§--san—;-+-;,—-ssn%+ e

ol tgorema de derivacién de las series de funciones?

833. ;Se puede aplicar a la serie 1 +250% 4257 4 WEIy
-+ ... el teorema de integracién de las senes de funciones en up
Intervelo finito cualquiera [a, b]?

834. ;Se puede aplicar a la serie

@FE+N 2@+ +I@ P +4E+H 1+

el teorema de derivacién de las series de funciones?
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§ 3. Series de potencias
Una serle de funciones de la forma
gyt aglz—a)taz—aPf+ ...+ oz —a)" 4 ..,

donde a, ag, a4y, ..., &, 50n nimeros reales, ge llama serie de potencias.

La p:opiec‘ad principal de series de potencias consiste en que sl la serie de
potencias converge cuando r = r,, entonces ella converge (y, ademds, absolutamen~
te} para cualguier valor de r que satisigga la desigualdad | £ —a| <| 2y — 8|
{teorema de Abel).

Uno de los corolarios del teorema de Absl es el hecho de que para toda se-
rie de polencias existe un intervalo de convergencie | £ — a| << R, o bien a —
— R <z<a-+ R con centro en el punto a, dentro del cual una serie de

tencias converge absolut te y fuera del cual ella diverge. En los extremos
del intervalo de convergencia (en los puntos x = 4 4 R) diversas series de
potencias se comportan mn modo diferente: unas convergen ahsolutamente en
ambos extremos; otras convergen condicionalmente en ambos extremos, o bien
en uno de ellos convergen condicionalmente y en al otro divergen; unas terceras
divergen en ambos extremos.

El nfimero R, o sea, la mitad de la longitud del intervale de convergencia,
88 llama radio de convergencia de una serie de potencias. En casos particulares
el radio de convergencia R de una serie puede ser igual a cero o infinito. Si
B = 0, entonces una serie de potencias 26lo converge que para £ = a; si R =
+= oo, entonces la serie converge sobre todo el eje numérico.

Para encontrar el intervalo ¢ el radio de convergencia de una serie de poten-
cias se puedo usar uno de los procedimientos siguientes.

1. Si ninguno de los coeficientes de la serie ay, a4, . . ., Gn, - . - 88 igual
a cero, o sea, la serie contiene silo las potencias enteras positivas de la dife-
rencia > — a, entonces

R= lim |“—“ )
oo | IB41

a condicién de que este limite (finito o infinito) exista.
2. 8i la serie inicial tiene la forma

ot m(r—aypday (@ — a4 ... Fa, (r—a®P + ..,
(donde p es un cierto nimero positivo entero: 2, 3, ...), entonces

=V ] @

3. Si la serie Liene coeficientes iguales a cero y la sucesion de los exponen=
tes de la diferencia + — ¢ que han quedado en la serie es cualquiera (o sea, no
forma una progresién aritmética, como en el caso precedente), entonces el radio
de convergencia se puede determinar por la [6rmula

1
=T 3)
im ¥ lanl t ]

en la cual se utilizan solamente los valores a,, distintos del cero. (Esta formula
s itil también en los casos 1 v 2).

4. En todos los casos el intervalo de convergencia se puede determinar
aplicando directamente el criterio de d'Alembert o el de Cauchy a una serie
compuesta por los valores ahsolutos de los términos de la serie inicial.

'scribiendo la serie en la forma

tig (2) 4 vy (1) 4wy () ok o o 4oy () L



{aqui uy = ag, up (r) = o, {r - a1V, donde la dependencia do ¥ con respecto
a n puede ser cualquiera, con ello por e, no se designu el coeficiente de (zr — a)n
sino el coelierente del n-ésimo términe de la serie), se encuentra el intervalo de
convergencit con ayuda de las desigualdades:

LT
lim ——== <1 o luen hun |} Tunj< 1.
o " Term

Notemos la siguiente propiedad de series de potencias: las sertes obfenid
medlante derivacion o integraciin rmine a termino de ung serie de priencias
tienen el mismo intervalo de convergencie y la suma de las mismas dentro del inter-
valo de convergencia es [gual, respectivamente, a la derivada y ¢ la integral de la
suma de la serie inicial.

20 -
De este modo, si & (z) = Z aplr—a)? entonces §' (z)= E Aty (x—a)n-l,
n=0 i

M w
aH {:_-ﬂ}n‘l -
IS[I] d1=2 — donde — R < r—a<< A,
H nsl)

Las operaciones de derivacion e iolegrocidn término a término se pueden
efectuar todas las veces que se quiera con una serie de potencias. Por consiguion-

te Ja_suma de una serie de potencins denlre de su intervale de convergencia es
funcién infinitamente derivable.

335, Investigar la convergencia de la serie de potencias

1 o d ;
x4 ‘-_2—4-+T.r3-r-“..

Resolueiun Aqui ay = {'n, a4, = 1iin + 1), Determinamos el radio de
convergencia de la serie:
T Lo 1
A= lim A L ———= |lim (l-l——-)"-:l
ni—oo | BME1 Tireom H—m A

Por Jo tantu, la serie converge para los valores de = que satisfacen la de-
sigualdad —1 =z < 1.

Investigamos la convergencia de la sene en los extremos del intervalo, St
x =1, entonces oblenemos la seric armdnica 1 4 %—f- %+ % + .. la
cual, como es sabido, diverge. 8i 2 = — 1, entonces obtenemos la serie —1 +
e 53— %-1— T Esta serie converge, ya que satisface las condiciones
del criterio de Leibniz.

De suerte que la regidn de convergencia de la serie de potencias se deter-
mina por la desigualdad doble —1 < r < L.

336. Investigar la convergencia de la serie
i o 1
(3—2) + 35 (F— 2+ g (3= 2Pt ...
Resolucion. Aqui gy = Unb, 8,49 = Liin + 4)%

)2 iy2
r=tim LEE = iy (141 ) =1,

Tieon Tie

&



Por oo{:siguinnl.e, la serie convergo si —1 << r — 2 <1, 0s8ca, 1 <z <3.
Tovestigamos la convergencia de la serie en Jos extremos del intervalo.

8i « = 3, obtenemos la serie 1 +i? <+ i§-+ ;—. <4 ... la cual converge, ya que
: 1 | 1

la serie 1 4 b + 3 + b

la serte —1 4 é—;— ‘;—’ +:—2 — ... . Esta serie converge (ademds, absoluta-

mntbzrjm esto que converge la serie compuesta por los Yalores absolutos de
fus 08,

De suerte que Ja serie de potencias converge para los valores de r que satis-
facen la deeig-xq.laldad doble & z = 3.

337. Investigar la convergencia de la serie
NE—5+2(E—52+38(z—5°+....
Resolucién. Aqui a, = nl, apyq = [n 4 11
. nl ; 1-23...0 AL o
R=lim = lim Sy = lim = =0.

n-oo N-oo * T—oo

+ ... converge cuando p > 1. 8l 2 = 1, obtenemos

La serie converge solamente cusnde x — 5 = 0, o sea, en el punto r = 5.

338. Investigar la convergencia de la serie

T xt x84

Tttt
Resolucién, Tonemos a, = 1/nl, a0y = 1{n 4 1)), ag= 0

-1)1
p=1im L3 i gy = o
fisoo oo

Por consiguiente, la serie converge para cualquier valor de z. De ello, entre
otras cosas, sacamos la conelusidn de que el limite del término general para todo

valor de x es ignal a cero, o sea, lim B o
- oo !

339. Investigar la convergencia de la serie
78 z* E
Hwtwte -

Resolucidn. La serie es una progresion geométrica con denominador igal
a g = 23/10. La serie converge si | #2410 | < 1 ¥y diverge si | 2%10| > 1. Por
lo tanto, el intervalo de convergencia de Ja serie se determina por la desigusldad
doble — /10 < = <}/10. El mismo resultado se puede oblener miilizando las
térmulas (2) ¥ (3)-

340. Investigar la convergencia de la scrie
410 Bl 1620
8 e | e L e
gttt e
Resulucién, Haciendo 28 = ¢, obtenemos [a serie

4t B2 4B
B e T A “



Aqui e, = 2%(2n — 1), 2ntlfi2n 4 1), Determinamos el radio de
comam:a‘ncla de la serie ( ?m

2n (2n-1) 1 2n+1 14 2n4-1in 1
et s ek T
Por o tanto, la serie wnvergs si ] 1] < 1f2
T Ia a serie en hs axlremou del intervalo.
5i ¢ =1/2, entonces obtennmna la serie 14 §+ 3-]- ? +.... Esta

serie diverge (e puede compararla con la serie é—i— i-}-%-{-! + ..
<cuyos términos son los de una serie armdnica mulliplicados por 1/2.) Para ¢ =
= —1/2 obtenemos la serie —1{ 4- g - -+ 1 + ... . Esta serie converge

dicional Por iguient la serie * uﬂnverge s —f2 <t 1f2
Abora bien, la serie dada converge o —1/2 Seb<<if2, 0808 1T
< 1/} El mismo resultado se puede obtener utilizando la formula (2).

ot [
341, Investigar la convergencia de la serie 3| (5’;;_—’1
Besd
(z—2),
HResolucion. En el caso dado tenernos a, = 0 para n — 2k —1 y e, =
(;:1{ J gl n = 2%, Para doterminar ol radio de convergencia lo més
comodo es aplicar [a [érmula (3). Hallamos

Y
k= 2k-+1

Vamos a investigar la serie on los exlremos del intervalo de convergencia.
Haciendo z — 2 =1/Z, obtenemos la serie numérica

o [kt 1 =
(M+1) A Z (H )"Z (1+zr‘+|J“-
T k=1
Pero Lli_lz(i+2*-—l—+1)k—v: % 0. Por lo tanto, para z—2= /2 la serie

diverge. Lo mismo tjene lugar también para z—2=—7]/Z. De suerte que
Ia regién de convergencia de la serie dada &8 2— )/ Z <z <2+)/2

342. Investigar la convergencia de la serie 3 -@:%m.
=y

(z—1)nintl),

Resolucién. Aplicamos el criterio de Cauchy haciendo s,= ==

Entonces

N lz=—d|n, R — s ja—1| 1,
¥ iunl e B {m B fret]>1.

90



P‘a;atemodo. la serie convergesi| z—1| < 1, 0 sen, en ol intervalo ¢ < =z

x’\{""'-h'l

343. Investligar’la convergencia de la serie Z ~
=1

Resolucién, Aplicamos el criteric de d'Alembert, haciendo wy =
=gl gl g o = anntl) 2 (n 4-1)!. Entonces

tnay | 12® . oy uml s =i,
Ln n+ ne o 8l |z|>1,

De suerte que la serie converge si | z| < 1, o sea, sobre el segmento
—A g1

344. Hallar la suma de la serie 1 4+ 2z + 322 + 42+ ...

. {l = | =< 1), diferenciando de término a término la serie 1 +
+et+242+...(lz] <)

Resoluctdn. Yaliénd de la férmula de la suma de los términos de la
progresién geométrica infinitamente decreciente (.S‘ = —q]' obtenemos

1+ o fa¥f |, =
Queda por derivar la igualdad oblemda:
1422132044574 ...

i—z "

1
=

345. Hallar la suma de la serie x-{-fg--{—-’;-'--{-fx‘-.i-,,_
ee (tEl<<t).
Resolueidn, Tntegrando la igualdad
1+=+x’+:’+...-i—’:—

I

dentro de los limites de 0 a z, obtenemos
1 3 4
:+‘__,+T+fT+...=-1nu—;).

Esta serie converge en el intervalo [—1, {[.
Investigar la convergencia de las series de potencias:
T4 (z—1)t (1)
i T_s:"‘—s'!"-+""
347. (z—d)+—(z 4 Vﬁ (z—4)34....

2=t g‘x—ﬂ'
e e
349. s+(2s1=+(3e=)=+(4m)~+....

+(:--1}"+-'.

i



et Rt A,
Bt Ap B,

Indicacién Hacer =1,

e T = S
353. 2%+?%+W+"'
s 325 4

x x?
5 Trteyriptast oo
Hallar las sumas de las series:

2
—+2f-.-“’ +'f“°+---. si |z]<a.

357. -2—+‘3—+F+! oo i —esr<a.

358. —-q--l--*‘r x + B4, s |rl<e
359. -2z+4z°-6.'s5+8:z'--..., s Jx|<<i.

s d Desrretlo de s (00 00 88ras G e s
1. Toda funcién infinitamente derivable en vn intervalo | z — x,| <1,
0988, 7y — r << 1 < Ty - r, puede ser dessrrollada en este intervalo con una
serie m?inm de potencias, 0 soa, una serie de Taylor quo cunverge hacia ells.
fim
fo=le)+ Lo a4 E st + gy,
si éu este intervalo so cumple la condicién
lim Ru [;)=lim %L"‘)‘_] (z—xy)"*=0,

donde s)eselurminnremdueldahlémulade'ra lor, ¢ = +|Il —_
e Cuando zo = 0, Ia S e

;(:)_f(o}+_(°l;+ﬂflgn+_.. +‘""’ °)=n+,...

5i en cierto intervalo que contiene ol punto x, para cunlqu:er LY cumpls
la deudgualdad | fim) (z)cJ < M, donde M es una © eonst posiliva,
lim = 0 y la funcién f () es desarrollable en la serie de Taylor.

Gllmns los desarrallos de las funcivnes siguientes on serie de Taylor:

Emth S S I —m e <t



1
!h==%-.‘ ia,--{—-g——l-- R T

2 4
uhzni-i—%-l,--%l—-:—%‘!—+.._,—oo-:x{-i-m:

> SO
sen.==-‘i!-—;—l+—5T—-‘—;|—+---. —00 <<z <+ 00;

3 Fa
mz=i—%+—§-‘r—ﬁ+.... —oo <z < o0}

{1+x}"‘=1+%.:+ ’"f";!_” g nim '——31I) BN arg:

Este ultimo desarrollo sirve:

para mz 0, i —1gz<1;
para —l < m <O, si el <z
para m= —1, 8§ —1<zr<i;
1 3
]n(1+’)-“‘*‘§"+‘%'—-3-'+----. —l ey

z2 28 g7
arclg:::—T+T—T+..., —ig e,
2. Férmula de Taylor pora una funcién de dos variahles independientes.
Si una funcién f(z, y} es derivable n + 1 veces en cierto entorno del punto
g., o Yo}, entonces para todo punto P (z, ¥) € U (Po) es vélida Ja formula de
aylor

11y W =1 (20 40)+ 5 Le—20) 1 (s 500+ —00) 5 (200 ¥l +
g e — 20 12 (2or o) +-2 (2 —20) (4— )+ iy (500 Vo) +

F =30 fyy (o 40+ [(E—20) fnx (20, v0)+
+3 {z=2o)* {(y—vo) 1Zxy (Zar ¥o) + 3 (F—20) (¥—0)* fyy (20, ¥o) +
+ = [y o 1o [ (=) et

F—0) 21" 1 (20 vo)+0pm),
ay .

donde
p=1 E—x)*+ly—ro)-

En el caso particular, cuande z, = yo = 0, la formula indicada reviste
ol aspecto:
i
fl n=Ff(0, U)+%-[Tf§:(0. 0y+ 51y (0. U)H‘ﬁ [2%f3x (0, 0) 4
nl

+ 22082 00 0)+ 873y O, O+ oo+ 5 (2 Fu g ) 10, O-H0 ),

donde p=71/ #24y®, se llama férmula de Maclaurin,



360. Desarrollar en serie de potencias la funcién f (z} = 2%

‘gmlmtﬁu. Hallamos los valores de la funeién y de sus derivadas para
=1

[z} = 2%, fly=2=1,

£ leh=22In2, F) =12,

P () = 25 7 2, £ (0) = In? 2,
1M (z) = 2%.Inn 2; #™ (0) = Inm 2,

Como 0 < In 2 < 1, entonces para una = fija tiene lugar la desigualdad
| fim Ix)| < 27 para cualquier n. Por consiguiente, la funcion puede ser repre—
seatada en la forma dn [a suma de la sene Taylor:

flay=t ﬂu}+@:+%@a+ —_—

En el caso dado
3, o2 L In?
F=14xin 2+z—~,;?—g+1—’-wl:;;ﬁ+..., —c0 < 2 <o,

"Esln desarrollo se puede obtener tambuén do otro modo; basta en el desee
rrollo

P
F=1+:+j—+-§r+u-
sustituir & por rlin 2.
361. Desarrollar en serie de potencias la funcién f (z) = sen® g
Resolucién, Derivamos la fupcién » 4 {1 veces!

{{z)=sen?z.
f* {z)=2penzcos r=pon 2r,

1" (2} =2 cos 2x—=2 sen (2¢+-’;-)
{7 (2)= —2-sen 20— 24 sen (2=+2.i;.) :
f"'f:)=—2="cosza-.=2°sen (2:+3-%),

) (z) =2 271 sem [z-+-} n—1)],

V) () = 20 5en (2:1‘--’;..:;} .

Hallsmos los valores de las funciomes f(z). #* (2}, /" {z). . ... f(™z en
el punte z = ¢ y el valor do fin*1} (z) lo determinamos en el punto x = ¢
(véase la lgnaldnd &:am determinar R,) Obtenemos f(0) = 0, _f"(g% =0,
£ 27 ) = G 1V = =2,V T0) = 0, VIO = 2, .., 4 9=
= 2n.gen (2¢ + mnf2),
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Hallamos el término residual:

n. 2 ¥ +1
Ry= se?l'!{-t—;'-l“n; ) +x"%1 o sea R“=«% {‘:‘)"l]t sen {2c+ nn/2),
@™ _ laui
Puesto que lim = 0 para quier r ¥ sen {2¢ + nn/2) es una mag-
n-e (0 + 1)

nitud limitada, entonces lim R, = 0. Por consiguiente, la funcién f (z)} =
o
= gen? z puede ser mpme;uda en forma de la suma de una serie de Taylor:

2 i 2 37
sen? "‘-'If .:!—ﬁ 2‘+-ﬁT ,l_ﬁ;i+ e
Este problema puede ser resuelto también de otro modo. Sustituimoes cos 2z
en la igualdad sendz = % (1 — cos 2z) por su desarrollo en serie de potencias:

(@), @t @0
conemt— {0 EHE_GF 4.

bt el desarrollo hallado

Ao & ¥, '

EI
anteriormente del sen? .

362. Desarrollar en serie de potencias la funcién e-=2,
Resolucién, En el desarrollo

x 12 x2
‘*"1+'1T+"2T_3I_+”' (—oo <& <4001

sustituimos z por —az3; ohtenemos

-3 =, oxt 2t 2
e =l =t r— e (—@ <2<t o0)

363. Desarrollar In z en scrie de potencias de = — 1.
Resoluctdn, En el desarrollo

In (1+;;=;_3'r+_‘§';—§'-+... (—i<r<)

sustituimos = por = — 1, obtenemos

(E—=1)? | (x—1)?  (zem)t

T+ 0<zg2).

Inz=(z—1)—

364, Desarrollar 1/z en serie de potencias de x — 2.

Resolucisn. Utilizamos 1 igualdad ;-..-.. 2 (:rz_ TN El segundo
mismbro de esta igualdad se puede considerar la suma de una };romic‘m geo-
métrica infinitamente decrecionte cuyo primer término s a = 1/2 y cuyo deno-
minador es ¢ = —{x — 2)/2. De aqui obtenemos

s [ T

Wy



o sea,
=t -2+ (= = (e= 2.
Puesto que | (z — 22| <1, entoneces () < = < 4.
364a. Desarrollar por la formula de Taylor la funcién f (z, y) =
= 2* — zy - 2y* — Jr + 4y + 8 en el entorno del punto P, (—3, 1)

Resnlucign, Hallemos las derivadas parciales y caleulomos sus valores en
el punto Py {—3, 1):

fulz, Y=20—y—3, fylr, W= —z +3y+4,
fee(® 9)=2, faytn p)=—1 fiy (= g)=4,
F(—3, =35, fi(—3 f)=—10, fj(—3, §)=11,
fae (=8 ) =2, fry(—3, Hh=—1, fp(—3 {)=4.
Por la formula de Taylor oblenemos el desarrollo buscada
o =38—10(z+-3+M -+ (c4+32—+3—1-
4 2 (y — 1),
364b. Desarrollar por la férmula de Taylor en el entorno del punto
Py (1, 1) hasta los términos de segundo orden, inclusive, la funcién
)f (J’,, yj = rt lll ¥
Resolucidn. Hallemos las derivadas parciales hasta el segundo orden,
inclusive, 2 (z, ) =2clny, fy(z. 1) = % 4
2
fale ) =2lng) Ly D=2 0 W=—ir

o {Paﬁminemos los valores de la funcién v de las derivadas en ol punto
ofl I

f)=0, f20.1=0, [0, ) =1, fiull, 1)=0,
B =2 £ )= —t
Por la férmula de Taylor tenemos el desarrollo
1 )= (1= )42 (1) (4= 1) —p- G —1)2-40 (o3,
donde p=1/ (z—1)¥ +(y—1p3.
364¢. Desarrollar por la férmula de Maclaurin hasta los términos
de tercer orden, inclusive, la funcién f (z, ) = sh y-cos 2.

Resolucién. Hallemos las derivadas parciales hasta los términos de- tercer
orden, inclusive:
fxlz, y=—shy-senz, fy{z, y)=ch y-cosz,
fix (@, 2)=—shy-cosz, fiy(z. y)=—chy-senz,
Tz yh=shy-cosz, fax(z, Y=shy-senz f24 (s Y)=—chy-cosz
fayy (%, ¥)=—shy-senz, fii,(r, ) =chy-cosz,
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Determinemos los valores de la funcién y de las derivadas para zo = yo = 0:
F(0. 0)=0, fx(0, O=0. f5(0, O=1, fzx(0. O=0,

fap 0, =0 iy (0, O=0, [fEex(0, =0, [y (0. Om —1,
Ty 0. 0)=0, [5uy (0. Oj=1.

Por consiguiente, utilizando la férmula de Maclaurin, obtenemos el desarrolle
fla )=y 7k 0 (),
donde p=1/ 7747,
364d. Desarrollar por la férmula de Maclaurin hasta los térmi-

nos de cuarto orden, inclusive, la funcién f (z, y) = e-¥ sen 2.

i Resolucidn. Hallemos las derivadas parciales hasta el cuarto orden inclu-
Ve

felz, p)=eVeosz, fy(z, v)=—eYsenx, [yl p)=—eVsenz,
Jay(x W)= —eVeosz, fyyir, yl=elsens [fec(r, Yy=—eVeosz,
faey (£, W)=eVoenz, %y (z. y)=eVoosz, [z W)=—cVsenz,

v - 1V (r. y)me-Ygosx, 1V STy p—
f (z, y)=e~Vsen z, iﬂﬂ (£ g)=e"Ycosx 'f-\'lﬂ-l (=, ) eVgen z
f%ﬂ (x, p)=—eVYecosxz, fIV {r, gl=eVsenz,

Determinemos ahora los valores de la funcién y de las derivadas para
=l = F
10, Oy =0, feiC, =4, [0 Q=0 fi. (0, O=0,
fay 0, 0= —1, Fo (0 0)=0, [ex(0, O)=—1, fEg (0, 0)=0,
fayy Q0 0)=1, [y (0, 0)=0, fIV {0, 0)=0, fI¥ (O O)=t.

1%, 0 0=0, fI} O O=—L Y (© 0)=0.

Utilizando la férmula de Maclaurin, obtenemos el desarrolle
i 1
e Pmz—ty—t B 4p B 2= 130 (Y.
donde p=1 2"+ 4.

Desarrollar en series de potencias las funciones siguientes:

365. f(x) = 3% 366. [ (x) = ¢~ 367. f(z) = cos®a.

368. f(x) =sh®2 369 f(x)=In(zx+ a). a>>0.

370. f(z) =Va Fa, a>0.

870a. Desarrollar por la férmula de Taylor la funciém f (z, y) =
= 2% — 2y + 3zy en el entorno del punto P (2, 1).

370b. Desarrollar por la férmula de Taylor la funcién f (z, y) =
;-ér" —ﬂx’ 42y —y* 4+ 5z -+ y—8 en el entorno del punto

370¢c. Desarrollar por la férmula de Taylor Ja funcién f (z, y) =
= 52* + 9y® — 2z + 3y — 5 en el entorno del punte P (1. —1).

T1220



370d. Desarzollar por la formula de Taylor Ja funcién f {z.y) = ;

en el entorno del punto 2 {—1, 1) hasta los términos de tercer orden,
inclusive.

370c. Desarrollar la funcién f {z, y) = ze~? por la formula de
Taylor en el entorno del punto (§, 0) hasta los términos de segundo
orden, inclusive,

370f. Desarrollar la funcién f 1z, y) = x cos® ¥ por la formula de
Taylor en el entorno del punto (—1, 0) hasta los términos de tercer
orden, inclusive.

3. f(z) = ch? (2¥).

§ 5. Calculos aproximadas de los valores
de las tunciones mediarte seros de puiendas
Aqui s Gtil tener en cuenta los desarrollos en series de potencias de las
funciones e, sh z, ch z, sen z, cosx, (1 + =™, In (1 + z), arctg z, citados

en el pardgrafo precodente.
Para calcular los logaritmos es efectiva la firmula

Y e
0=t 42| o rm =t - -

La sene en el segundo miembro de la 1gualdad ge tuntc més ripidamente
cuanto mayor es L.

Para calcular el valor aproximado de Ia funcién f (z) desarroliada en una
serie de polencias se conservan los primeros n términos (n es una itud
ﬂnll.;}, omitiendo los demés. Para la ovaluacién del error del valor aproximado
hallado, es necesario estimar la suma de los términos emitidos. Si la serie dada
o8 de té de mgno t ! la serie formada los 1érminos
omitidos s6 compara con una progresion geométrica Infinila decreciente. 5i se
trata de une serie de términos de signos cuslesquicra que satislagan of criterio
do Leibniz, # utiliza la estimacién | B, | < w4y, donde u,4q es el primero
de los términos omitidos de la serie.

372. Estimar el error de la ignaldad aproximada
x i i 1
e‘ei+1—f+ﬁ+--.+ﬁ, Q<z<<nt 1

Resolucidn. El error do esta igl aldad aprozimada se determina por la suma
de los términos que siguen z®/n! en el desarrollo de e*:

el et ] P
.ﬂn=""_‘n+1“+'tn_+2ﬂ +?‘-‘Tn+ T ... ’
o bien
_.ﬂ, = 1 2t "'
Ra= [n+l T (a+1) (n+3) * [CEE PR I "]

Sustitu; cada uno de los factores 2 3 P una
e Gl B E L, deatmas & de’;a:uam:ﬂ"— i =

m<Sr[F () ) o)



Sumamos la progresién geométrica infinita decreciente indicada entre
corchetes:

I ) =" T
PSS T=gmyn ° % Ee<3rwrr=

373. Calcular Ve con precisién hasta 0,00001.
Resolucién. Utilizando el desarrolle de " en serie, ohtenemos
- 1 1 1
Vemel=tt g tgramtgm +- -

Determinemos el nimero n de modo que el error de [a igualdad aproximada

— 1 2 1
Vet bty e
no exceda de 0,00001. Utilizamos la estimacién del error dada en el problema
precedente. Hacemos = = 1/2; entonces
1 1/2 1 1
< wrEe °* In<SrmemTT

Efectuando la seleccitn, determinamos para qué valor de »n se cumplird
la daai,'ualdad R, = 0,00001. Haciendo, por ejemple, n = 3, obtenemos
Ry < 1/{8+6:7), 0 sea, Ry < 1/366. Sea, luego, n=5; de ello R, <

< 11%82-!20-11 , o gea, R, < 1/42240. Sea, por ultimo, n = &, de ello Ry <
< 4/{B4 <720 -13}, o sea, R, = 1/00000. De suerte que tomamos n = &:

Vestiqmr gt gs tartar tae
n_" 3 ]Uﬂ A .
1,000000
0,500000
0,125000
0,020833 (6 veces menos que el sumando precedente)
0,002804 (8 veces menos que el sumando precedente)
0,000280 (10 veces menos gque el sumando precedente)

0,000022 (12 veces menos que el sumando precedente)
1,648719.

=

Esto quiere decir 3\10 ‘¢ = 1,64872. A cada sumando lo hemos calculado
e&:n(?m‘iaiién de hasta .00&0{, para no obiener, al sumar, un error que exceda

374. Calcular 1/4” € con precisién de hasta 0,00001.
Resolucidn. Tenemos

S 1 1 1
e et g
Utilizamos la igualdad aproximada

| T i 1 1 i
i et =gt — g H e

i



Hemos tomado 5 sumandos, ya qus la serie de Lérminos de signos cualesqui
ra_satislace as condicionss dol criterio de Leibaiz y por eso el error admisible
debse ser, en valor absoluto, menor que el primero entre los térmlnos omitidos
de la gerie. El primero entre lus términos omitidos es igual a 1/(51 5%). Ko es
dificil ver que 4/(5! Sﬁ; < 0,00001.

Vamos a adicionar los sumandos quo estdn en log lugares Impares y pares:

1,000000 0,200000

40,020000 1.0,001333
0,000067 0201323,
1,020067;

Restando de la primera suma [a segunda, oblenemos 1,020067 — 0,201333=—
= 0,818734. De suerte que 1/} 2 = 0,81873,

375. Valiéndose del desarrollo de cos x en serie calcular cos 18°
con precision de hasta 0,0001.

Regolucidn, Tensmos
T {1 s m2, 9 LAY .
cos 18‘=wsw-—ai _-AT(TE) "'Tn(ﬁ) ——
af10 = 031416, (/M0 = 0,00870, (a/10) = 0,00974.

Basta tomar tres términos de la serie, ya que (1/6)-{x/10)* < 0,0001. Entonces

con s o 1 LEII0 L BOBTE ooy yge o g, 0501,

376. Calcular /1,1 con precisién de hasta 0,0001,
Resolucién, Utilizamos el desarrollo de (1 4 =)™ en seria, haciendo z =
= 0,4, m=1/5. Tenemos
i-’ﬁ=ﬂ+n‘ﬂlrﬁ-t+%«a.1+ﬂ5~]%5-:’-}-0,01+

+ME“T;’MG.W1+. v =1 40,02—0,0008 -0, 000045~ .. .

Omitimos 6l cuarto término y los que la siguen, ya que el cuarto término
¢ manor que 0,0001. De suerte que 31,1 o 1,0492,

377, Calcular /130 con precision de hasta 0,001.

Regolucidn. Pussto que 5 es el cubo del nfimero entero més préximo al
niimere 130, ea convenients re tar el niimero 180 en forma de Ja suma de
dos sumandos: 130 = %'+ 5. Emtonces

VR=yFT8=8 |/ 1o gy =s (s [145-0004
+ (173 ({;a-!! 0,006+ 1!3}(~23I31 f‘wa]_a'mgi.[__ . ,]=
B T Ty T

00



El cuarto término es menor que 0,001, por eso ezte término y los que le si-
en_pueden ser omitides, De suerte que 3 130 o 5 -+ 0,0867 — 0,0008, o sea,

g}ﬁﬁ &< 5,086.
378. Calcular In 1,04 con precisién de hasta 0,0001.
Resolucién. Valgimonos del desarrollo de In (1 4 z) en seriz:

0,08 | 0,080 0,04

Ini,04=1In{1-0,04)=0,04— 3 T3 e

o bien
In 1,04 = 0,04 — 0,0008 - 0,000021 — 0,00000084 4- . . =
de donde In 1,04 =< 0,0392.

379. En un tridngulo rectingulo los catetos son iguales a 1 ¢m
¥ 5 om. Determinar el 4ngulo agudo del tridngulo que estd opuesto al
catetn menor con precisién de hasta 0,001 radianes.

Resoluctén. Puesto que g o = 1/5, entonces o = arcig (1/5). Utilizames
el desarrollo

soenmn 4 A 4
m=nr|,t.g(1_v.:]-=§—E T Ty
de donde o 22 0,2 — 0,0027, o sea, o 2= 0,197,

380. Estimar el error de la igualdad aproximada

= o 1 1
In (‘+‘)“‘“‘+2[mw+w+ b
1
Slis rr= (2:+1;m-1J'

Resolucién, El problema se reduce a la estimacién de Ia suma del resto
de la serie

1 1
By=2 szu Erat Gy E et
1
+(2ﬂ"f 51 (2‘+1j!m3+ .= ] .

Sustituyendo cada uno e los factores 2n + 3, 2+ 5, 2n+ 7, ... por
el nimero menor 2n + 1, obtenemos la desigualdad

2 1 1 1
2 <ot [t Er e ta e -
Sumamos la progresién geométrica infinita decreciente puesta entre cor-
tes:
s 2 1/(2t - 1)2n41 oy 2 1
o WA e (- TS | T W TN D S TETR R T

2 A
T W TR e W T TR

An

1
R i oy e e



381. Calcular In 2 con precisién de hasta 0,0001.

Resolucidn. En la Tormula para determinar In (¢ - 1} y en la desigualdad
para estimar R, suponemos ¢ = {:

e 1 1 1 . 1
me=2(3+gytagtrm o) R<imrmee

Por medio de la seleccién vamos a determinar n de modoe gue se cumpla la
desigualdad A, < 0,0001. Si = 2, entonces R, < 1/(4-5-3); R, < 1/540;
8i n =3, entonces R, <1 Si 735, Ry 1!8305 sl n =4, entonces R, <<
< U{4+9-37); R, < 1/10 00

lge suerte que » = 4 y para determinar In 2 obtenemos la igualdad apro-
ximada

ek (‘§+33=+53°+?3’)

Adicionando estos cuatro sumandos, nos qued
In 2 = 0,86667 -+ 0,02469 + 0,00165 + 0, 00013 = 0,69314 = (,6931.
382. Calcular ln 5 con precision de hasta 0,0001.

Racolucidn H t= 4. Ent

1n5=-21n2+2[i,

1
] Jsa‘l 59}‘* M ERR RS PN R

Si n =1, entonces A, < 1/(40-3-8); R, < 1/1080; n =2, entonces
< 1/{40 5 +9%; Ry == 1/10 000. Esto quiere decir que ha.it.n tomar dos tér
os de la serie. Por consiguients,

gy A % s _
In522ln2+2 (T"W) 2 1,386280,22222+0,00090 = 1, 80940.

383. Demostrar la validez de la identidad
ald = arctg (1/2) + arctg (1/3)
y calcular = con precisién de hasta 00004,
Resolucién. Buponiendo que en la igualdad

+u
1—

& = 1/2, y = 1/3, ohtenemos

arcig

=arctg r+arctg ¥

arctg 1=arctg —+nrctg 3 s 0 bien n=4 (nrctg ~-l-arctg %-) %

Utllizando el desarrollo de arctg = en serie, tenemos

=t [(rwm s )t 5T ter )]
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Efectuamos la adicién:

2.00:200 0,16667 3,36255
0,112500 0,00458 0,22005
0,00087 =+0,00048

—+0,00004 1,04938 A0
1,33383 0,00026
0,00329
1,00002 14,22095

3,36255

ge m«mue ;i -68.1418. ” - i -
ara calculer el nimero n se pueden z8T Sol m
ripldaments que las recién sitadn:p.u d A

884, Calcular el niimero e con precisién de hasta 0,00001.

385. Calcular 1/} ¢ con precisién de hasta 0,00001.

386. Calcular sen 9° con precisidn de hasta 0,0004.

387. Calcular ch 0,3 con precision de hasta 0,0001.

388. Calcular 371,06 con precisién de hasta 0,0001.

389. Calcular V27 con precisién de hasta 0,001.

390. Calcular In 0,98 con precisién de hasta 0,0001.

391. Calcular In 1,1 con precision de hasta 0,0001.

392. Caleular In 3 con precisién de hasta 0,0001.

393. Calcular In 10 con precisién de hasta 0,0001.

394. Hallar el valor positivo minimo de z que satisfaga la ecua-
¢ibn trigonométrica 2 sen x — cos x = 0.

395. Calcular nt con precision de hasta 0.00f, haciendo z =
= 1/)'3 en el desarrollo de arcig z.

§ 6 Aphcacicn do canas de potencias para ef za'cuvlo
e lirmras e i ey oder defimdas
. B 2z—z?
396. Hallar lim Lz——-—--
x-{

r—3senzx

Resolucién sustituyendo = y son z por sus desarrollos en series de poten-
clas, ohtenemos

R
26X 2o 2r—xd “nz(1+*+-5!-+ﬁ e .)—2-—2;——:‘
=

li = =
,1_1,':, T—BEM T =0 z__(;__%{.s_::_ )
2t | 22t 2 2
3l ] A
=l lim —— =2,
w=p T Lo —
I 5t



397. Hallar Jimw_

z=0
Resolucién, Tenemeos
F xh 3
——l e — — ——
Jim StmE—arctgs S L e T
x=0 L =0 P

i [~ b

112
398, Caleular j 1_;2” dx con precisién de hasta 0,001,
)

Resolucién. Sustituyendo en In expresién subintegral cos z por su desa-
rrollo en serie do potencias, obtendromos

L I |
12 W e
I—cu.f.:J_J" “2I 4I+B! S
ST —ir= = dr=
o i

e
12

= 1 P _f1 z3 8 _

= E](?J—zﬁ‘er—‘--) s g o—gi e )y =
i 4 1

WI 3B THs s

2o o7 0,25—0,0017=0,2483.

0.1
399. Calcular ‘( 1“‘;""”} dz con precisién de hasta 0,0001.
h

Resolucién. Hallamoy

0,1 L]
j (),

x

1 1 1
S' Fmgtat—erit, .,

z

de=
1]

0,1
YR I
- jo (1—gotgamgrit...) ae=
i t 1 0,1 1
=[s-gotg—gg b ] =00 0r

0,000 0,088,

400. Hallor lim Z=218r

== 23
. {-—-coar
401. Hallar alciill}]m
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4

.2
402, Caleular -;”;id;r con precision de hasta 0,0001,

i
et |
F3

403. Caleular

dz con precisién de hasta 0,001.

B, & Qe

§ 7. Nameros complejos y series con términos complejos

1. Numeros complejos. Se ilaman nidmerss complejos a los que tienen la
forma x + iy, donde = ¢ y son niuneros reales e I es la unidad imaginaria defl-
nida por la igualdad i* = —1. Loe niimeros reales x & y se denominan, res-
pectivamente, parte real y parte imaginarie del
nimero complejo z. Para ellos se introducen las
designaciones z = Rez; y = Im z.

Geométricamente cada nimero complejo
g =z + iy se representa por el punto M (z, y)
del plano de coordenadas z0y (fig. 24).

n este caso el plano xOy se llama plano
n;lmén’co complejo o plano de la vsria!}u{k com-
pleja z.

’ Las coordenadas polares r y g del punto M
del plano, que es la representacion del nimern
complejo z, se llaman mdédule o argumento del
nGmero complejo z; para ellss se introducen las
designaclones: r= | z|, ¢ = Arg z. Fig. 24

Como a cadn punto del plano corresponde un
conjunte innumerable de les valores del dngule .
polar que ge distinguen uno del otro en 2kxn {k es un numero entero, positive
0 negativo), Arg z es una funcién de infinitos valores de z.

Aquel valor entrs los del dngulo polar T que satisface la desigualdad
& = ¢ & A se denomina vaelor prineipal del argumento z y s¢ designa por

5.

En adelante, la designacién ¢ la conservaremos solamente para el valor
prineipal del argumento 2, o sea, hacemos ¢ = arg z, en virtud de lo cual para
todos los demay valores de z obtendremos la igualdad

Arg z = arg z + 2kn = ¢ + 2kn.

La relacién entre e] médulo y el argumento del nimero complejo = y sus

partes real e imaginaria se establecen por las férmulas:
r=rco8@ y=rsenq.
De ello
r= 2| =1 P+ %
cos = zf|z| = 2/ V B seng=yflz| =g/l 2 | %
El argumento de z ze puede determinar también por Ia férmula
arg = = arctg {p/z)} + €.

donde C=0 para r >0, C=m para <0, y = 0; €= —a para = < D,

Sﬁsl.lluyanﬁo z e y en la notecién del nimero complejo 2 = = 4 iy por

sus expregiones mediante r y @, obtenemos la asi lamada forma trigonoméirica
del niimere complejn

2= rlcos @ -+ { sen ).
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Loz nidmeros complejos 3 = =z, + iy, ¥ 23 = 23 4 ly; 50 consideran
iguales si, y sblo si, ellos tienen iguales, por separado, las partes reales o imagi-
narias:

23y = I3 Bl T = %y, ¥ = Vg

Para los nimeros representados en la forma tuﬁonumétrica la igualdad
tiene lugar =i los mdédulos de estos nimeros son iguales y los argumentos se
distinguen en un enterc miltiplo de 2a:

==z 8| 5n|=|2| §¥ Argzn = Args;+ 2kn,

Dos nGmeros complejos 2 = = + iy ¥y 2 — x — iy que tienen partes reales
iguales y partes imaginarias contrarias se dicen conjugades. Para los nimeros
complejos conjugados se cumplen las relaciones

| 2] = 25]: arg g = —arg 3,
{esta (ltima igualdad se puede expresar en la forma Arg z,i+ Arg £, = 2km).

Las operaciones sobre los ntmeros complejos se determinan por las reglas
giguientes,

Adictdn, Si 3, = x -+ lyy, 33 = 2z, + lyy, entonces

2y -k 22 = (x4 xg) S f (T v

La adicién de los nimeros complejos se subordina a las leyes conmutativa

¥ asociativa:
£ g9 = 25 1 25
(35 4 24) - 39 = 2y | (22 23} = 5 + 29+ 25,

Sustraccidn. 51 2y = z; b iy, 8, = 24 +

«+ iyy, entonces

zp — 23 = {x; — ) + L (4 — Ya)e

Para la interpretacién geométrica de adi-
cién v sustraccién de los nimeros complejos
es 1til no representarlos por puntos sobre el

-1, plano z sino por los vectores: el ndimero z =
z < iy se representa por el vector OM que
Fig. 25 tiene el origen en el punto O (punto snulos del

plano, o sea, el origen de las coordenadas) y

el extremo en el punte M (z, ). Enlonces la
adicidn ¥ la sustraccion de los puntos complejos se cumple segin la regla de
adicién y sustraccién de vectores (Eiﬁ. 25).

Tal interpretacién geométrica de las operacioues de adicién y sustraceién
de los vectores permite geﬁnir fdcilmente los teoremas sobre el médulo de suma
y diferencia de dos nimeros complejos y sobre la suma de varios nlimeros
complejos, expresados por las desigualdades:

lHal—lnmllslatnlsigl+)al
lsn bzt eeetapl |2zl + o015l

Ademds, es Gtil recordar que el mddulo de diferencia de dos nidmeros comple-
fos 2, ¥ 35 es igual a le distancia entre los puntos que son sus representaclones sobre
6l plano =z: | 2; — 2, | = d (8, %)

Multiplicacidn, Si 2y = z; + iy, I3 = zy 1~ iyy, enlonces

nzy = (B — W) + § (T 4 2200)-

Ahora bien, los nimeros complejos se multiplican como binomios y en este
cago i* sa sustituye por —i.
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8i 1y = ry (co8 @y + ¢ sen @y}, £5 = ry (cO8 @y — i sen ¢y), enlonces
123 = ryry [€08 (1 + @g) + 1 sen (py + @a)).

Por lo tanto; el médulo del producto es igual al products de los médulos de loa
factores y el argumento del producte es igual a la suma de los argumentor de los
factores.

La multiplicaeidn de los nlimeros complejos ge subordina a las leyes con-
mutativa, asociativa y distributiva (respecto a la adicidn):

5m = 2pcan (Bom) oy = s o(5aen) = 4omva)
23 0(3; + 3g) = 21023 + 7175

Divisién. Para do‘tvrmmar el cociente de dos nimeros complejos reprasenta-
dos en la forma io el dividendo y el divisor
por el nimero conjugado can el divisor:

£ by (7;+fy1) (23— iy,)

RSy (B i) (e )
(’J’t+yl__!!'lj+ f {’v‘ah“‘-’"l&"n) 5‘1‘2"' 1¥e 4 g Tel1 T Tl
=3tk R L BT B

51 5y ¥ £, 88 dan en formna trigonométrica, entonces
1t 2y (€08 (= Go) 1 5en (U1 — .

Asi, pues, 8l médulo dal cociente s igual al cociente de log médulos del divi-
dendo y del divisor y el argumento del cociente es igual a la diferencin los argue
mentos del dividendo y del divisor.

Elevaclin a potencia. 1 2 = z + iy, enlonces

M= (2 )Pz Cham Loyt ..+ ()

}n 8 un nimero entero positivo); en 1a expresién obtenida es necesario sustituir
las potencias de { por suz valores:
B=—1; P=—i N=1; =4, ..
¥ en el caso general
M=y (kM= M ey (= g,
Si z=r(cos ¢+ isen ¢), entonces
" = r® (cos ng 4 i sen ng)

{aqui n puede ser tanto un nimero entero positivo come un nimero negativo).
En particular,

{cos ¢ + i sen @)™ = cos ny - i sen np

(férmuia de Moivre).

Ezxtraccidn de una rafz. 5i n es un nimero eatero itivo y z = r (cos @ +
+ ¢ sen z), entonces la rafz de n-ésima potencia extraida del nimero complejo z
tiene n difrentes valores que se determinan por la férmula

e 4+ 2kn T+2kn
yz.—ﬁ(cus--——-—-n -+isen = ],

donde k=0,1,2, ..., n—1.



404, Hallar (z,2,)/z5 si 5y =3 4 5i, 2, = 2 + 34, 2, = 1 + 2i.
Resolucifin, Tenemos
3y =3 4+5)(2+3) =06+ 9+ 101 — 15 = —9 4+ 19},

B —OH18i  (9HO)(-2) _ —941BH10i438 _ 20 87
n 1Fa Fzna—2n 14 =g+ h

405. Representar en la forma trigonoméirica el nimero complejo
z= 24 5.

Hesclucién. Obtenemos el médulo del niimero complejo: r= /% - 25 =
=129 o= 5,385. Hallamos el valor principal del argumento: tg p=>5/2=25,
¢ = 68°12". Por lo tanto, s = 5,385 (cos 68°12' < ¢ sen 68°12').

406. Iiepresentar en forma trigonométrica el nimero complejo
z=2V)7F —2.

Resolucién. Hollamos
r=1 1244=4; seng=-2/4=—1/2; cosg=2 |/ I4=V32 o=—ne,
o sea,

z = 4 [cos (—a/B) + { zen (—r/B)].

407. Representar en forma trigonométrica los nimeros complejos
1, i, =1, —i,

Resolueidn. Tenemos

1 =14 4 0i = 1-(cos 0 4 ¢ sen 0),
i= 04 1+=1:cos {n/2) -} { sen (n/2)],
1=—140-i=1-(cos x4 isen n),
—i=0—1-i=1-|cos (—n/2) + § sen (—n/2}).

408. Representar log nimeros 2, =1 + 4, 2, =V 3 + i, 23 =
=1+ iV 5 en la forma trigonométrica y luego hallar el nfimerc
complejo z,/(z.2y).

Resolucién. Hollamos

n=lnl=VIiF=VL we=1. ¢ =args=x/,
2=V Z [cos (m/4)+i son (m/4)]:
re=lzgl =1 IH1=2, t@@a=1/}/3 ¢y=args=n/6,
z3=2{cos (n/6) 41 sen (/) [;
= lzal =V IH1=2 tgo;=V3, gy=argz=na/3
2y = 2 [cos (n/3) + i sen (n/3)].

P i ’ w}
2,3y :r;?znﬁ%: E]:fs + n/3) + 1 sen (n/6 + =/3)] = 4 {cos (n/2)+1 sen{mi2)].

z 2 cos (n/4) i sen (w/4) _VE p .
z,:s -iL "cos (ns2)Fisen (/) 4 [eos (—st/4) + i sen (~n/4))

1
—?(l—IL
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409. Hallar todos los vulores de '8 + 1.

Resolucidn. Escribimosel niimero cump]ejo s=38F f en forma t.rigono-
métrica. Tenemos r = 1 s1 = Vﬁ—g 8,062, @== =
= arctg (1/8) = 7°%’, = 062 {m 78" + i sen ?“ﬁ'} Por Io tanw,

Vﬁ-’a—%’ii‘_z. (cos 7"6'-0;360’& Lt s0m 7°6" -i-a-%ﬂ"k )___
= 2,0052 [cos (2°22" 4 120°%k) + [ sen (2°22' 4 120°k)].
5i k = 0, ontonces wy, = 2,0052 (cos 2°22' 4 i sen 2°22');
si k=1, entonces wy, = 2,0052 (cos £22°22' 4 i sen 122°22");
sl k=2, entonces wy = 2,0052 (cos 242°22’ 4= ¢ sen 242°22'),

Por consiguiente, w, = 2,0034 4 0,0828¢; = —4,0734 - 1,7120¢;
wy = 003000 ST Teae i

410. Resolver la ecuacién bhinomial w® 4+ 32i = ().

Resolucidn. Escribimos la ecuacion en la forma wb = —32¢. Reprosentamos
el nimere —¢ trigonométricamente:

wh =32 [cos (—90°) 4 { sen (~00%)], o bien w=
=2 %r cos {—90°) + { sen (—80°),

0 soa,

—0p* & —_ane. a
w=-2[cos 90-;-360): L taan 90 :Is-aﬁﬂk J=

=2[cos (—18°4-72°k) i sen (—18°-1-72°K)].

Si k = 0, entonces w, = 2 [cos (—18%) 4 1 sen (—189] =
= 1,9022 — 0.61804 (4).
Si k=, entonces w; = 2 (cos 54° - i sen 54°%) =
= 1,1756 + 1,6180¢ (B).

Si k = 2, entonces wy, = 2 {cos 126° + i sen 126°) =

= —{,1766 4 1,6180i (C}.
Si k = 3, entonces w; = 2 (cos 198° 4 i sen 198°) =

= —1,9022 — 0,8480i (D).
Si k = 4, entonces wy; = 2 (cos 270° + ¢ sen 270°) = —2i (E).

A las raices de la : ”i binomial lea‘i cmdi, RJ ?}ua vértices del penté-

nnnrsgu.lar ipto en 1a cirey ia de radio R = 2 que tiense centro
origen ds las coordenadas (ﬁg 28), ROk

En ganaral, a las rafces de una ecuacién binomial w™ = a, donds & es un

i os_corresponden los vértices de un poligono regular de »

lados incripto en la circunferencia con centro en el origen las coordenadas

y radio fgual a ¥ a].
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411, Utilizando la férmula de Moivre, expresar cos 5¢ y sen 5
mediante cos ¢ ¥ sen .

Resoluctén Transformamos el primer miembro de la igualdad (cos @ 4
+ i sen )% = coa S + {sen 5¢ con ayuda de la férmula del binomio de

Neuton:
wos® @ -+ 51 cos' @ sen ¢ — 10 cos® g sen® g — 100 cos® g ser® g +
+ 5 cos g sen 4g - § sen® ¢ = cos 5¢ 4+ ¢ sen Sg.

1dad

Queda igualar Jas parles reales e imaginarias de la ip
cos 5g = cos* ¢ — 10 cos? @ sen® @ 4 5 cos g sent g,
sen 5q = 5 cos* @ sen ¢ — 10 cos® ¢ sen® @ 4~ sen’ .

412, Se da el nimero complejo 2 = 2 — 2. Hallar Re z, Im z,
g ). args.

Fig. 26

413. Representar en forma trigonométrica el mimero complejo

z=—12 + 5i.
414. Caleular por la férmula de Moivre la expresidn

(cos 2° + i sen 2°)6,

12
415. Calcular por la férmula deMoivre (V;i_ﬁ-f) "
416. Representar en la forma trigonométrica el niimero complejo
z2=1 - cos 20° - i sen 20°.
417, Calcular la expresion (2 + 3i)%

418. Caloular la expresion —:%:—-g-g—:;i}.

419. Calcular la expresibn 1/(3 — 2i)%

420, Representar en forma trigonométrica el nimero complejo
5 —3i.
421. Representar en forma trigonométrica el néimero complejo
4 i
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p {08 77° 41 5en 77°) {coe 23° 41 aen 23°)
422, Calcular la expresién PRI .

423. Caleular la expresién “(;" []‘:‘(_V ?_‘i":;} , representando
previamente en forma trigonométrica los factores del numerador y
del denominador. _

424. Hallar todos los valores de ,‘/ i.

425. Resolver la ecuacién binomial w® — 4 Y2 (1 + i) = 0.

426. Expresar cos 4q y sen 4¢p mediante cos ¢ y sen g.

427, Mostrar que la distancia comprendida entre los puntos zy
V2, 65 ignal a |z, — 2 |

Resolucidn. Tenemos 2, = z; + iy, 22 = 23 + Wy 2y ~ 8 = (Tz = ) +
4 [ {ye — w), de ello

Bl =} m—z P F ra— vt
0 8ea, | 2y == 3;| es igual a la distancia entre los puntos dados.

428. ;Qué linea describe ¢l punto z que satisface la ecuacién
|z —¢ | =R, donde ¢ es un niumero complejo ¥y A > 0P

429, (Cudl es la inlerpretacién geométrica de las desigualdades:
N09z—c|<R 2 |z—c|>M

430. ;CuAl es la interpretacion geométrica de las designaldades:
1) Rez>0 Imz<<(?

2. Series con términos complejos. Examinemos una sucesién de nimeros
complejos z;, 25, 2y, .- ., donde 3, =z, + 8y, ][nn 1, 2, 3, ...

El nimero constante ¢ = a + &4 se llama Jimite de la sucesién 2y, 23,
2y, ... si para todo niamero e = 0 tan pequeiic como se g’umm, existe un nume-
ro ¥ tal, que todos los val de z, con nd n> tisf la designal
dad | 3, — ¢| =< &. En este caso se eseribe lim z, = .

W= oo
La condicin necesaria y suficiente de existencia del limite de una sucesién
de nimeros complpjoadconqisl.e en lo siguiente: el nimero ¢ = a -+ b es ol

limite de la e plejos =y + iyy, x4 4+ vy, Ty <+ g, ---
gi, y sblo si, lim r, =a, lim y, = b ' T Peyose v
n - x N == 0O
La serio
g+ wy 0y . [£5]

cuyos términos son nimeros complejos se 1lama convergente si la n-ésima suma
reial de la serie S, para n — oo tiende a cierto limfto. En el caso contrario

a serie (1) se demomina divergente.
La serie (1) converge si, y sélo si, convergen las series con 1érminos reales

Rew, + Rew, + Rewy + ... 2}

Im w; 4+ Im wy 4+ Im g + ... 3)

5i la suma de la serleri!) es el pimero 8’ ¥ la suma de la serie (3) es 5,
entonces de suma de la serie (1) sirve el nimero complejo § = S* + 15"

5i la serie

wy + wy + wy + . . . (donde w, = u, + iv,)

converge, entonces lim wn=0 (0 sea, 1im up=0, lim v,=0)
n—oo N n--o0
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Si converge la serfe
Loyl & lw | +wg| 4 o
entonces converge también la serie
wy -~ wy + wy 4 ...

En este caso la dltlma serio se llama absolutamente convergente.
Sea dada la serie de potencins

Gt (s —z) Ty B — 5) +ay(z— s ..,

donde 3y, a4, 0, &y, 45, ... s0n ni plej los coefici de la
serie son distintos de cere ¥ z es una variable compleja.
Esta serie converge en el oirculo| s — 24| < R, donde R = lim | ayfa, 4y
-0

y diverge Tuera del circulo indicado, o sea, para valores de z ;us satisfacen la
desigualdad | z — 5, | > R.

431. Investigar la convergencia de la serie

Ao+ (g+gi)t(+at) +(F+ori) 4o

Besoluctén. Las series

e waaw T U S S S ST

convergen, puastn que estin tas por los términos de una progresiGn

ﬁaomuic.a nfinita d Par converge también la serie
ada con ndmeros complejos.
Hallamos las sumas de estas progresiones:

: B o 3
SiETTE =t ST
Por consiguiente, la suma de la serie que i s el ni pl
jo S =2+ a1
432. Investigar la convergencia de la serie
(14+0,41) + (5 +0,012) + (5+40.008) +....
Resolucidn. Examinamos las series

1 i 1 \
1'+T+-§»—|—-r+ —_— ¥y 040,000,000+ ...

La primera de ellas diverge, por lo tanto, diverge también la serie dada
con términos complejos.

433, Investigar la convergencia de la serie
(7+50)+(F+11) - (F+51)+---.

Resolucién. La serie diverge, ya que su término genersl w, = n_"'_ 1+
4§ : 1'; i mo tiende a cero (recomendamos convencerse de esto por sf mismo).

112



434. Mostrar que la serie

Aty (L) +(P2rt } s

converge absolutamente.

Resolucién, Puesto que 1 4 i = V' 2 [cos (n/4) + 1 sen (1/4)), entonces
_f iz cos (n/4) 4+t sen (n/4) | 1 n n
wn_(T) =[ { );i T (““T"'“"BT)'

Por consiguiente, w, = 1/2%/, Componemos la serie de los médulos
i 1 1 1
sttt

Esta serie cuyos términos forman una progresion geométrica infinita decreciente

converge; por lo tanto, la serie dada con términes complejos converge absoluta-
mente.

435. Hallar la regién de convergencia de la serie
@(::iw(K-gﬂ)g{z—w-g-(]%ﬂ)’(a—sju....
Resoluctén. Tenemos

ﬂn“[.]{gii;)“‘ Aney= ( 15!3 )nn fn 3

an
a4l

. 3 3,3
[V3+e] vi+1 2 ER
La regidn de convergencia cs el circulo | 2z — 1] < 3/2,

436. Mostrar que la serie
1 : 1 ; 1 1
(z-7i)+Hm-7)+H{m—51)+
converge y hallar su suma.

437. Investigar la convergencia de la serie
(1430 + (rhp+ 1)+ (gt i) oo
438, Inveatlgat la convergencia de la serie con término general
W == ml +
439. Mostrar que la serie
g (i) + g A+ e (1P .

converge absolutamente.
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440, Hallar la regién de convergencia de la serie
2 23
I PR
441, Hallar la regién de convergemcia de la serie
E—1—D+2A—-1—i2+3ez—-1 =i +....

3. Funciones erponenc:nl y trigonométricas de una varlable eompleja.
v i, ieas de una varlable compleja s se definen

Las
por las iguaidndes
32_1_;,_.,’__1_’_’_;_ 2 + ¥
TR R R

z 3.
bt g S T

i o
coszmi—Trof F_Tﬁ"" e
Entre Jas [unciones indicadas existen las relaciones siguientes:

ett=cosstisens, (1)
e~ =cogz—isens, (2

i i
cos z=L‘.Efl < (3

1 ] ]
senp=00 (4)

4

donominadas férmulas de Euler.
Con ayuda de la formula (1) el nd complejo tade en forma
trigonométrica 2 = r (cos @ - i sen q) puede ser dadu en forma exponencial

z = rev,
442, Representar en las formas trigonométrica y exponencial el
nfmero complejo z =3 4+ i}/ 3.
Bt A Rt A S e 1 4
1=21/3 [cos (n/6) <1 sen (n/6)]
¥ la forma exponcional tiene la forma
3=21 38,

443. Representar en forma exponencial el nimeroz = /3 —i)/ 2,

Resoluctén, Tenemos r=1"2+2=2, tgg=—12 --{%-2:-: —1,
9= —m/4, o see, 1=2¢ "4,
444. Hallar el velor numérico en!/%
Resoluctdn, Utilizamos la férmula (1):
% = oog (n/2) + i sen (nf2) = 1.
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445. Demostrar con ayuda de la f6rmula de Euler que
cog? z=-z—maaz+%—mz.

Resolucidn., Puesto que cosz = (vt -+ e~21)/2, entonces

cos? =“#‘+3ﬂ+g‘-ﬂ+3-m
!
S TEE I

446. Representar en forma exponencial el niimero complejo
z=F3+i

447. Representar el nimero —i en forma exponencial.

448. ;A qué es igual e™?

449. Mostrar que

Lo e B 5
cos‘x—aﬁooaoac+ mooa3z+ ~ cosz.

450. Expresar sen® r linealmente medianie sen x y sen 3z.
451. Mostrar con ayuda de la férmula de Euler que i' tiene un
conjunto innumerable de valores, y que todos son reales.

8 aserie de Fousar

So Nama serie de Fourler de Ja funciém f (z) definida pobre el segment
[—=, x] a la serie

—‘.3.'- + 2 (am c0s mz - bm 860 mz),

m=i

donde
l L
am=— 5 f(z)cosmzdx (m=0,1, 2,...)
-

a

5‘»‘=-‘; 5 fix)senmzdr [mm=1, 2, ...,

-T
Para toda funcién f (z} derivable por partes sobre [—=, n] la serie de Fourler
converge hacia esta fune.iﬁln en cada punto de su continuidad o hacia la magni-

td 317 o+ 0) 7 (20— O) 8i =4 8 el punto de discontinuidad.

Convengamos también en tomar por el valor de Ia funcifn f () en cada uno
de loa extremos del to [—m, ::]P].a magnitud (4/2) [f (—n + ) + f (n—0).
8t la funcidn f {z) en el segmento [—n, n] tlene un nimero fintic de axiremos
¥ es continua, & excepcldn, guizas, de un mémero fintto de purtos con discontinuidad
‘L‘: ’p;rrtimg. g;m In(-o m;;:tuf:e‘s ;::: Ilamdnﬁ c[ondklwlm de Dirichlet), entonces
& ourler en o punto ‘me —mx, n} converge hacie la funcidn
b ma?’]ilhd? Dhmﬂ' a:: de Pourier dagl: T'ull“ﬁn -
o a8 dificil ver qua la suma a serie de ci
una funcidn parlédis;l con periodo de 2. i fie) &
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Si 1a funcién f (2) se define en ol segmento [—, 1], donde I es un nfimero
arbitrario, entonces, siempre que sobre el segmento [—Z, 1] se cumplan las
condiciones de Dirichlet, la funcién indicada puede ser representada como suma
de 1a seric de Fourier

32“-+ 2 (am:os—+bmsen m—r‘E),
m=i £
donde

= gz,

! !
Gpm= v%— j f{z)cos metai;, by = zi j f(=) sgn
-1 -

Si f () o5 una funcién par, entonces su serie de Fourier contiene sola-
ments uon términe independiente y cosenas. o sea,

Har= 3+ 2 amcos T,
m=1

donde

nx

a,.=li5f(.r)cosm dx.

5i [ () es una funcién impar, entonces su serie de Fourier contiene sola-
menle senos, o sea,

fx) = Z "’mﬁanm,

=1

donde

i
—'Iz-- j f [x]senv—-d's
L]

8i la funcién f (z) se define en el segmento [0, |, entonces para desarrollar-
la en mis de Fourier es suficiente definirla adicionalmente en el ento
[—2, O un procedimiento arbitrario y luego desarrollarla on serie de Fourier
considerindola definida en el segmento [—I, I]. Conviene definir adicional-
mente la funcién de modo que su.! valores en los 1:umos del segmento |—1, 0]
se encuentren de la condiclén f (z) -f(—a:} o bien f (z) = —f (—az). En el

rﬂm@: ¢aso la funcién f (z) en el ﬁ“ﬂ l] serf par y en el segundo caso,
Con ello los coe Lo de esta § (am i so trata

rimer caso ¥ by, si se trata del segumlo) 8 pueden dotermina: por las
{ﬁmulas titadas anteriormente para los coef de las f pares e

impares.

452. Desarrollar en serie de Fourier la funcién definida en ol
segmento [—n, n] por la ecuacién f(2) = n + z.

Resolucidn. El Eri!lm de esta funcitn es el ue une fos puntas
{—=; 0) ¥ (; 2n). En la fig. 27 se muestra o] grafico s y=5 (z),
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donde § (z) &s la suma de la serie de Fourier de la funcidn f (z). Esta suma
65 una funcién periédica con periodo de 2n y colncide con la funcidn / (z) en el
segmento |—n, =)

'

3z 2w on al % 2% 3 4% sm

Fig. 27

Determinamos los coeficientes de la serie de Fourier. Primeraments halla-
mus
n

1 n n { fn
o= — 5 f2) do= = 5 (r+z)de = 5 e+ = 5 rdz.
- -n - -
La segunda intcgral es igual a cero como integral de funcién impar, tomada
en el intervalo simétrico respecto al origen de coordenadas. De este modo, gy =
n
= 5 dz = 2x.

A
Luego hallamos los coeficientes de a,,. Tenemos

n n
awx—;- I f(r) cos mrdr= -__‘-:-— 5 (n4-x)cosmzdr=
-5

-

n a
=5 cos mx dr 4 -’1‘— j zcogmzdr,
—-a =

No es dificil ver que ambas integrales son iguales o cero (la funcién subintegral
de la segunda integral es Im}n)ar como producte de una funcién ]a)ar por una im-
par). De suerte que a, =0, 0 808, qy =g = ag=...= U.

Alwra determinamos los coeficientes de by,:

n n
bmz% 5 fiz) sen mz d.-..—_;-‘-w S (n4z) sen madr=
Za -

n " n
=j sen mrdz- e S zsen mrdz.
-1

-%

La primera integral es igual a cero. La funcién subintegral de la segunda
integral es par como producto de dos Tunei impares. Por 1o tanto,

n
a2
bmu% 5 rsenmrdr.
0



h;grando por partes, obtenemos u = z, dv = sen mz dx, du = dx, v =

= — (i/m)-cos mz, o sea,
n
2z ®, 2 2
b= T cnsmrl TR S cos mE ds—;‘-- cos mi
o senme [ =— 2 (—gm =2 (g,

Por consiguiente, el desarrollo de la funcién f (z) en serie de Fourier tiene
la forma

r@=at2 3 S0 gon e

m=i

- __sen2zr  sen3r senés
_u-kz(sen- 7 ! 3 T J....).

453. Desarrollar en serie de Fourier la funcién definida en el
segmento [—1, 1) por la ecuacién f (x) = 2* (fig. 28).

Fig. 28

Resoluctén. La funcién dada es par. Su grifico es el arco de la pmihnhi
comprendida entre los pu.nton (—1; 1) ¥ (1; 1). Aqui I— 5 por

2 2
auanji(:;da—2§ﬂh=T,

t 1
a,,-%J ;(.:}goq.ml—m dx-l&Ss‘ma mazde.
[]

Aqui es necesario integrar por partes dos veces:

1} ue=2 dv=cos mnz dr, du==22 dz, u-un—tnmm
ma

3 1
am—-;?:—‘ sellmﬂxlu—i-g: 800 mazx J.r:—."_f-,i. j:san mazdr;
0

2) w=r=, dv=gen mnzdz, du=dz, V= — ml,-:coamn::

4z
= co8 mnz
™= mins

1
;—;;Eri €og mitz dx = # {—1)m.
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Como la funcién que se examina es par, by =0. Por consigujents,
o0
1 4 —1)™
=475 2 (—m;)—cumnx-
ma=i

..—..—;-—-% ( CO8 TliZ~—

454, Desarrollar en serie de Fourier la funcién definida sobre
el semiperfodo en el segmento [0, 2 por la ecuacién f (z) = z — z%/2.
Resolucién, La funcién pusde ser desarvollada en serie de Fourier por upa

cantidad innumerable de procedimientos. Aquf daremos las dos veriantes més
importantes del desarrollo.

m52n+m&lx_mim+ .”]‘

Fig. 29

1 D i dicional te la funcié bhre el segmento [—2, O
del m’odo per (fig. 29). Tenemos ! = ;. S ey ok 1

o e e ot 0

n..ai(.-—%x-]m%dz.

Integramos por partes:

i, - mnx 2 maz
b=F——m3 dv=coa—-2—-d.=. du=(1—2z)dz, b=o gl
2
2 i muz |2 2 mpz
gm-w—n(.z—T::')sen—!—!n—HJﬂ—s] sen«-—a—dx-
” 2
pes mi:
._—Fs (1—x) senTu.
1
integramos por partes una vez mis:
#=1—x, dv=psen m;: dx, du= —dr, U=——%MSMTM=

4 2
am= W(l—s}-coﬁ."‘;"; ln.i_mig“- S cos "':" dz =
0

€08 mn—

4 &
P P T P P [+ (=™  bn=0.



Por lo Lante,

i &g _ym ;
”x“=T_? E -E.j%!”_uosme:
et

1 B i i 1
e | (Fcosm-i-],—coa2m+'§;mﬂﬂx+ J .

0 1 212 5 & x

o4
]
s g

Fig. 30

2) Determinemos adicionalmente la funcidn  (z) sobre el segmento [—2, 0}
del modo impar (fig. 30):

2
1 myz
== TR | .
'm j (x 3 K )se!l 5 dx;
[

Ge=2 ——,i,—x', de—=sen m;: dr
2 maz
du=(1—z}dr, P C0E

a

z s 2
bm=—% (:——;— x‘) ens%‘u-}—-m:i I (1—ax) cos%:dx=
i

2
2 mix
S §(i—z} o8 —5— dx;

u=1—r=, dv:cosm;‘d:. do= —dx, »=%wn$;
_ 4 muz|?, & max
bm—ms," (1—=) “nTlaTW 5 sen de—
[
matz |2 8 8 8
=g o M = g e it = (= (0
am=0 (m=0,1,2,.,.).
De suerte que
o
8 {—(—1)™ maz_ 16 nr 1 dnx
=g A =g (0 tyrsat
me={

1.0



455. Desarrollar en serie de Fourier la funcién (fig. 31) definida

en el segmento [—!, 1] del modo siguiente:
0, s —Il<z<<0;
!-:IJ—{ si 0o/
2, si l2<agl.

y
L

= 1

L] 2 - f -

L 1 L

-1 ol g_ i 21 T Y

Fig. 31

Resolueisn. Hallamos
e

i []
o= _[ifodr=+ j'luz)dx+— ! [ (@) dz+

1 12 H i
3 5 uz)a¢=+ S dzd S e
/2 0 us
1 22 W
B '—1 T L,a —s'+T =k

i
::—5 1(z) cosw d:r=+j fiz) I:OST dx-|-
St

uz i
mazxr
: {
T

++ J f () cosde++ 1) cos = da=
[} e
iz

1
maz 1 i maz
——5 scus—d.r—I—T I TwsTd:.
0

[

i I
i}
Aplicemos a la primera integral la integracién por partes:
matx ] mitr
u=z, dv =08 —— dz; du=dz, v= ﬁsan -
de donde

12

x maz|ifz 1 many
=g n—

=rmer T T i sen == dz+

1 maa i i 1 myz Ji/2 |
T T|.,2—zm—n'”" 3 *m‘“’a—l

+2:‘—“ (aenmn—~son%)=m cosT"—ai) ~
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Determinamos los coeficientes de bm:

2 !
{ mnz 1 mnz
b= =1 §  Bon —— dr-|——2- g 80R —y— d¥.
2
Aplicamos a la pramera integral la integracién por partes:

B=7z, dv-senm—-:lfdr. du=dz.

v 2 cos
= —
mT )

Tenemos
PR mnz |2 1 cos ™I 40 ! g G0 mnzxl|l
m=TEn e T ]n Tmn 7 Tan "0 T s
s i mn:l“i 1 ( G sm.ﬂ)__
- m‘n’ s T T G S

= il T LT
= s — g “( ™.,

Si m=1, eniouces al——--:::- b,-—-f-i—-— 2—;:[.
8i m=2, entonces a,=—-—%, by= —%
1

S5l m=3, entonces ag= ——

Si m=4, entonces g,=0, b.zw-——lgl—

e
Sim=5, onmtonces ay=—mler, b=tz = Hoan .

Por consiguiente,

!(I)-*I[ 16+( aeoa + P un?]iw(—»—i—-mz—“-‘-w

—z—senzﬂ-)-l-(——?coeu—»}-—%i?—"aen Sm; + ]

456. Desarrollar en serie de Fourier la funcién definida en el

to [—n, n] por la ecuacién f (2} = =.

457. Dasarmlls.r en serie de Fourier la funcién definida en el

segmento [—1, 1] por la ecuacién f(z) = | = |.
458, Desarrollar en serie de Fourier la funcién definida en el
gegmento [—n, =] por la ecuacién f (z) =

459, Desarrollar en serie de Fourier la funmén definida en el

segmento [—=x, n] por la ecuacién f(z) =

460. Desarrollar en serie de Fourier la funmfm definida en el
segmento [0, =] por la ecuacién f () = sn — 2z, continudndola sobre

el segmento [—=xt, 0]: 1) del modo par; 2) del modo impar.
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461. Desarrollar en serie de Fourier la funcién definida en el
segmento [—n, nl del modo siguiente:

si —n<ag0;
'f('t):'{ hy, si 0<<z<m.

462, Desarrollar en serie de Fourier la funcién definida en el
segmento [—n, n] del modo siguiente:

si —ng<r<0;
si O<Cr<n.

463. Desarrollar en serie de Fourier la furicién definida en el
segmento [0, nf por la ecuacién f (z) = 22, continudndola del modo
impar sobre sl ento [— ;

Desarrollar en serie de Fourier en el segmento [—m, 7] la
funcién

1= ":::

{—a:, si —n<z<(;
Hz)= 0, =& 0<z<m

465. Desarrollar en senos en el segmento [0, n] la funcién f (2) =
= cos 2z,
466. Desarrollar en senos en el segmento [0, 1] la funcién f £z) =

467. Desarrollar en cosenos en el segmento [Q, 2] 1a funcién

z, 8 0<z<i;
””’*[2_3. si t<z<2.

% 9 ’nfegrai de Fourier

Si la fancién f (.:) satisfage las condiciones de Dirichlet en un mmo
finito r.\wlqnjem eje Oz ¥ es absolutements integrable a lo largo de

ol eje (o sea, S | {z) | dz converge), entonces para ella es justa la férmuls

integral de Fam-m {que se obtiene por el paso al limite de la serie de Fourier
cuando I —- oo):

400 oo
for=— S & S § () 008 2 (u—2) du
[1] -

q

{en los er género ;\L{ se toma,
como antes, 1-’3 U‘{xu -0 + .f (1'¢+ 0)]. donde zq ea la aboe punto de
discontinuidad).
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La integrsl de Fourier se puede representar en forma complefe
+m 4w
fo=as | 4 | 1 e&wmau=
+o0 +8
5 r'*‘dss el ¥ f {u) du,

i
8-

La integral uterio::e entiende en ¢l sentide del valor principal,
+o
o sea, j f W du= lim K § () da.
-N

. Para la funcién par la integral de Fourier puede ser representada en la
orma
2 400 e
1 —— cos sx dz j f () cos zu du,
[ [}
¥ pera la funcidn impar, en la forma

+o0 +oo
”,;)=% I sen sx ds 5 { {u) 8en zu du.
(] [

Con las tres iltimas [6rmulas sc vinculan las 11 das transfor
integrales de Fourier:
1. Transformacién de Fourier de forma general:

Ven E

F‘i]ﬂ_'il"_"‘ 5 elzx f (x) dz (directa),

+o0
flz)= i _Sw 12X Py dz (inverza).

2. Coseno-transformacién de Fourier (para las funciones pares):
- +oo
fo (2)= V £ f(z)cos 2x dx (directa),
'F o
f (aiﬁVT j fo (z) cos sz ds (inversa).
°
8, Senc-transformacién de Fourler (para las funciones impares):

— 00

fl(ﬂ)—'/-—- 5 1 (2} sen zz dx (directa),

{(z)= 'l/% J- 5 (2) sen zr dr {inversa).
[]
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Las seno- 5 o de Fouri d a Jas
funciones definidas snhmsnte sohu-e el semieje positivo Oz, si e].las son a]molu-
taments inhngrablau alo hrﬂ: de este asm:eje y satisfacen sobre un segmento
finito q mism i de Dirichlet. Con ello 1a seno-trans-
formacién mn:Luua l.a funcién f () sobre el semisje negativo del modo impar
y la coseno-transformacién, del modo par.

468. Hallar las coseno- y senc-transformaciones de la funcién
f{z) = e* (z =0).

Resoluctén. Tenemos

—+eo

e}/ Z | cvconman.
[]
foo

Puesto que T % co8 su du— l'l‘i ,» entonces

z
o=y -z
Andlogaments obtenemos
P z
no=y &

Aplicando, a su vez, las coseno- y seno-transformaciones de Fourier a las
funciones f, (s} ¥ {, (z), obtenemos la Tuncién 1 {z), o sea,

2 4o 2 +oo
cos 3T isensy ,
3 e e Ti S B
De ello obtenemos las integrales de Laplace:
+oo 4o
co8 sx oA Z 8en zx _‘-ﬁ_
_[ s’+1"'z" 7:[ e e
7}
1 1
.
% 1
[i] a x

Fig. 32
469. Sea la funcién f (z} definida por las igualdades
1, si 0<z<a;
f(x) { 12, si z=ga
0, si z=>a.
Hallar las coseno- y seno-transformaciones de la misma (fig. 32)



formacién de la funcién dada:

Resolucién. Hallamos la coseno-t

+oo P
fo )= 'l/% S { (x) cos zu du:}/% E co8 zu du -
1

+]/€*S“‘o.uos zu du-'/%j cos:u-iu-]/f% ﬂ-n;“-f-_
]

Mallames shora la seno-transformacibn:
a

felg)= "/g Tnf (u) sonzudu= 1/_—3 S gen zu Ju--
1] [}

-I-V_i“_ fu-acusudu=]/€ T senmniu='/TT . 1*—'::'8-2_
B 0

De ello obtenemos
+ i :
5 oo e 1, s Ogz<a
= j —’—cos.\'sd:= 12, 81 z=ua;
] 0, si r>a

(Jactor discontinuo de Dirichlet) ¥
1 si O0sSz<<a;

%Sw““r‘s“_{‘lﬂ;' i r=a

[ 9, si z>a.

470. Hallar la transformacién de Fourier de la funci6n

z4-1, s —i<<ael—1f2;
) . 81 |z|<<1/2;
Fig)= —z4+1, s 12<e<;
0, si 1<}zl
Resoluetén. Seghin la f6rmula de transformacién de Fourfer

+a
1 u
Flm—re :L;(u)d an,

utilizando le forma de la funcién f (z), encontramos que
-1 -1/2
VEF@= | 0-dmdut j’ (e+4) et3% dut-
- -1
12 1 o0
+ j {-elzugdy | {—ut1) o™ du § 0.ef2u du,
=2 /i)
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Es gvidente que la primera y ltima integral son iguales a cero, Designe-
mos las demés integrales por I,, I, e Iy, respectivamente, y las calculamos:

—ya
1 § —12
I= S:{u+'1}a'5“du=[? ru+4.1e'=u-—-@-am:|_’ =

44 1 1 o
meiraide & lrj!_._i.i.‘,z_g-!q:_!_?‘.s_g—l:g?ﬂ._g L

+_;.1§_ ‘-Iflﬂ__:i, ety

12

1 172 1 2
Iy= ;E, lg”"ldm=-s—1« r‘“‘l_uz=? (et —gm2b 1) =2 ssn’!sﬂ} i

=]

1
L
L= S (-—u+1)eizuau=[x;‘f—n+1).m+ ‘:z, 'm]m=
12

1 1 1
=_?,z!_.m. ‘!lj3+.sTg3|,‘3.

De suerte que

L .-:!_r!_’_%i_ ,-:l}:.__.,_z,ir e~

B 2 sen (/2)
F(”‘Vﬁ [ T TR

1 i i
P (7 o =
i ,;m]

{ [ 2coss, sen(3/2)  2cos (2/2)
Vv nl T i F ] 3
471. Hallar la transformacion de Fourier de la funcién
{ cos (x/2), si [|z|<<m;
fla)y= 0, si |z|>=n.
472. Hallar la transformacién de Fourier de la funcién
—e" s8I —iz<<(;
fix)= { er, s 0
0, si |z|>1.

473. Hallar las seno- y cosenc-transformacién de Fourier de la
funcion

0, si —12<z<{i/%

—1, 8l —iCag—1/2;
,f(y}w{
1, si 12<z<t.



Capitulo V. Ecuaciones diferenciales
ordinarias

§ 1. bcuaciones diferenciales de primer orden

1. Conceptos bésicos. Se llama ecuacién diferencial a la que vincula varia-
bles independientes, su funcién y las derivadas (o diferenciales} de esta fancidn.
Si la variable indepaqdi}nnts 3 una sola, la ecuacién se denomina ordinaria;

si hay dos variables o mis, difl ial en derivadas
reigles.
El orden snperior de la derivada que forma parte de la ecuacién se llama
la i6n dif; ial. Por ejemplo:
1) x:y' 4 Bay = y® es una i6n diterencial ordinaria de primer orden;
2) %-—hy% ==2? g3 una ecuacién diferencial ordinaria de segundo
orden;
3 y*+ yy"” =z es una ibn dife ial ordinaria de tercer orden;

& F oz, 0 ¥y ¥") =0 es la forma goneral de la ecuacibn diferencial
ordinaria de segundo orden);

dz da
] L2
5) = Ll

dx '
orden.
En este pardgrafo se comsideran ecuaciones diferenciales ordinarias de
imer orden, o ses, las que tienen la forma F (z, y, ¥') = Doy =f(x. ¥}
forma resuelta con respecio a y').

0 es una ion en derivadas parciales de primer

Se denomina soluctsn de una ecuacidn difi ial a agueila funcién de-
rivable y = @ (xéegue el sustituir en la i6n a la funcién incégnita, la
transforma en identidad.

Se demomina solucién general de una ecuacién diferencial de primer orden
¥ =f(z, ¥) en el dominio D a la funcién y = @ (x, €) que posee las pro-
piedades siguientes: 1) es la solucitn de ia ion dada cuelesquiera gque
soan los valores de la constante arbitraria € que pertenecen a cierto conjunto;
2) para toda condicién inieial ¥ (=) = gs. tal que {z,: yo) € D, existe un valor
finico de € = Cy, con el cual la solucion y = @ (=, c.’f satisface la condicién
inicial dada.

Toda solucién y = @ (z, Cy) que s obtiene de fa solucién general y =
= g (z, C) para cada valor concrelo de C = C, se llama solucidn particular.

n problema en el cual ze m«i\;ure hallar una solucién particular de la
ecuacién ¥’ = { {z, y) que satisfaga la condieién inicinl ¥ (zg) = yo 5@ denomina
problema de Cauchy.

Fl gréfico, construido sobre el plano z0y, de toda solucitn y = @ (z) de la
ecuacién diferencial dada se llama curva lmfmz de esta ecuacién. De este modo,
a la solucién general y = @ (z, €) sobre ol plano zOy le corresponda una familia
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de curvas integrales que dm?;lm“ de un solo parfimetro, o sea, de la constante
arbitraria € y a la solucién particular que satisface la condicién inicial
5(;»1 ;y{a le umsa]:o) onde una curva do esta familin que pasa per el punto
ado M, (zg po)-
Sin embargo, existen i dify iales que tienen tales soluciomes
@ no s¢ obtienen de la solucion general para ningiin valor de € (incluso cuan-
oc,:*m}-Tale! 1. B aeII |-I .Por: Ivf- g,
la_comprobacién, se puede verificar que la ecuacién y' = Vi — 1 tiene la
solucién general y = sen (z + C), mientras que la funci6n y = 1 es también
una solucidn de esta iép, pero ella no puede obtenerse en la solucién gene-
ral %ra ningin valor de €, o sea, es si 5
1 gréfico de la solucién singular es una curva integral que en cada punto
tiene una te comin a una do las curvas integrales definidds por la solu-
cién faneml sta curva se denomina envolvente de una famflia de curvas in«

El p de obtencién de las soluci de una ién dif ial se
Nama integracin de la scuacién diferencial.

2, Ecuaciones diferenciales con variables separables. La ecuacién diferen-
cial que tiene Ia forma

HE @) dr+ folz) @ W) dy =0
}Jwtenm al tipo de ecuaciones con variables separables. Si ninguna de las
unciones fy (z), fs (), d?‘ de:n ‘pa {y) no es idénticamente igual a cero, entonces,
visi

comeo resultado de la e la ecuacifn inicial por fy (z) @, (y), ella se
reduce a la forma

f1 (=) Pale) 5
@ w20
La integracién término & término de la {iltima ié duce a la relacifn
fi(2) Qa8 ,
flot |l a=c
que_precizsamente determina (en forma implfcita) la solucién de la ecuacitn
inicial. (La solucién de una i6n dif ial expresada en forma implicita
¢e denomina integral de esta ecuacifn.)

474. Hallar la integral particular de 1a ecuacién y' cos z = y/ln y
que satisface la condicién inicial y (0) = 1.

Resolucién. Haciendo y' = -g% , escribimos la ecuscién dada en la forma
dy __ ¥
R I " Ty -
Separamos las variables:

dr
cosz *

T e
e
Integramos ambos miembros de la ecurcifn:

L1 Higgig BL B L.
dey—S seo+C. o bien, o Inty=Tntg (-4 ) +C.
Utilizando 1a condicién inicial y = 1 para z = 0, hallamos ¢ = 0. Final-

mente obtenemos
H 4

1 x
9..1220 S inty=latg (_2'+T) d
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475. Hallar la integra) general de la ecuacién y' = tg ztg ¥.

Resolucién. Haciendo y' = % ¥ sep do las variables, lleg ala

ecuacitn ctg y dy = tg = dz. Integrando, tenemos

j otE v dy Y tg zdz, o bien ln| seny|=—In|cosz|+inC
{aqui es mds comodamente designar la constante de integracién por In C). De
ello encontramos sen y = Cfcos =, o bien sen ycosz = C (integral gomeral).

476. Hallar 1a solucién particular de la ecuacién diferencial
(1 4+ %) dy ~ y dz = O para la condicién inicial y (1) = 1.

dy

Resolucisn. Transf la i6n dada reducié "'\lnalaiorma—fu
dz
=—gz5 Integrando, obtendremos

S %—:—'—:— j %[_"I,- o bien In |y | = —arcig z--C.

Esto es precissmente la integral geperal de la scuacién dada.
Ahora, utilizando la condicitn nicial, hallemos la constante arbitraria C;
tenemes In 1 = —arctg 1 + €, o sea, € = =f4. Por lo tanto,

In y = —aretg z + n/4,

de donde obtenemos la solucidn particular buscada
yugﬂl—amm =,

Vamos a resolver algunos problemas geométricos y fisicos que conducen
a las ecuaciones diferenciales del tipo examinado.

477. Hallar las curvas en las cuales la suma de longitudes de la
normal y de la subnormel es una constante igual a a.

Resolucién. La longitud de la subnormal es igual & |3y | ¥ 1a longitud de

la normal os igual a | » V' T y9]. Ahora bien, la ecuacién a la cual deben
satisfacer las curvas buscadas tiene la forma

Loy 1+13 VIt |=a

i li;sepajmdn en ella y’, encontramos (teniendo en cuenta amhos signos po-
es):

, a2—yt
Vi 2ay *

Separamos las variables:
ydy o 22
T—F a8

Integrando, obtenemos la integral general: In|ad— | = dzla+1nC.
Cumpliendo la potenciacifn, md:gllmoa la ecuacibén de sx:lrvas buscadas a la

forma
yr=a? — Cexla,
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A los datos del probl les cor den sol los valores de € > 0.
Efecti te, de la ién de la familia de curvas encontramos:
, 2yt s a2
fu 1=LE2E Ly T = S

Por es0, para cumplir la condicién | yy' | + | ¥ V1 + ¥'* | = a esnecesario
que | a3 — y3| = a® — y%, o gea, p? << o*; de aqui resulta precisamente que C
toma sélo valores positives.

478. Un recipiente cilindrico que tiene la altura de 6 m y el dis-
metro de la base igual a 4 m estd puesto verticalmente y llenado de
agua. ;Cudnto tiempo el agua contenida en el recipiente tarda en salir
de 8] por un orificio redondo de 1/12 m de radio practicado en el
fondo del mismo?

Resolucién. Para resolver el problema planteado hace falta valerse de la
f6rmula de Bernoulli que determina la velocidad v {en m/s) con la cual un liqui-
iiiosia&edeunorlﬁciop ticado en el recipi h m inferior al nivel libra del

quido:

v=q VEE

Aqui g = 9,8 m/fs? es la aceleracién de la gravedad, o es un cocliciente
constante (adimensional) que depende de las propiedades de un liquido (para
el agua o = 0,6).

Supongamos que, pasados ¢ 8 después de que el agua comienza a salir, el
nivel del agua gue en el recipienie sea igual 8 h m y dentro del tiempo dt des-
cienda més di m (dh << 0). Vamos a calcular el volumen del agus salida durante
este intervalo infinitamente pe:ueﬁo de tismpo ¢t por dos procedimientos.

Por un lado, este volumen dw es igual al volumen de la capa cilindrica que
tiene la altura | dk| y el radio igual al radio r de la base dﬂfl recipiento (r =
= 2 m). Por lo tanto, do = rcr‘% dh | = —nr* dh.

Por otro lado, este volumen es igual al del eilindro de cuya base sirve el
orificio practicado en el fondo del recipiente y cuya alturn es igual a » d¢ (donde
ves la velocidad de salida del agua). Si el radic del orificio es igual a p {p =
= 1/12 m), entonces de = np* dt = zpa |/ Zgh dt.

Tgualando estas dos expresiones, para un mismo volumen, llegamos u Ja
ecuacion

—rtdh=cpt |/ 2gh dt.
Separando las variables e integrando, obtenemos
TR L P 2r
o V% Vi’ opt)/ 2

Para ¢ = 0 tenomos & = hy = 6 m. Do ello hallamos

di= 1=C ],'rl?.

2r? e
C= =1/ by
w2 L

Ahora bien, la relacifn enite ¢ y & g8 determina: por la ecuacifn
2r2 i
P P — hy=1"h
= :;p' 1-"‘2_! {‘f o ].r l
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y ¢l tiempo total de salida T Yo encontramos suponiendo en esta férmula b = O

i 2r8 !/ Ja_g
opr /B "

Utilizando los datos del problema {r=2 m, hy =6 m, ¢= 08, p=
= 1/12 m, g = 9,8 m/s?), hallamos T = 1062 s = 17,7 min.

479. En una habitacién en que la temperatura es de 20 °C un
cuerpo se ha enfriado durante 20 min desde 100 °C hasta 60 °C. Hallar
la ley de refrigeracién del cuerpo; ;dentro de cudntos minutos se
enfriard hasta 30 °C? El aumento de la temperatura en la habitacién
es de despreciar,

Resolucién, En virtad de la ley de Newlon (la velocidad de refrigeracitn es
proporci l aladi ja de t turas) pc d escribir:

dar _ ar___ g
F—HT-—M}. o bien m_km. o sea. In (F'—20)=kt4InC.
Si ¢ = 0, entonces 7 — 100°; de donde C = 80. 5i ¢ = 20, entonces T = 60%;
por consiguiente, In 40 = 20k + In 80, de donde k = —(1/20) In 2. De suerte
que la ley de refrigeracién del cuerpo tiene la forma

7—20=80 =120 1IN 2 _gp (/m)/20 o hien T —20-+80 (1/2)420.

Para T =30° tenemos 10 = B0 (1/2)t/%, o bien (1/2)¢/* = 1/8. De este modo,
/20 = 3, de donde ¢t = 60 min.

480. Determinar el tiempo necesario para que en dos vasos comu-
nicantes se iguale el nivel del liquido. El pequefio orificio entre los
vasos tiene el drea de @ m?. Las dreas de secciones horizontales del
primer y el segundo vaso constituyen S, m*® y S, m?, en el instante
inicial el nivel del liquido en el primer vaso se encontraba a la altura
h, m a partir del orificio y en el segundo vaso a la altura k, m
the << hy).

Resolucidn. Supong que, pasados ¢ s después de que el Yiquido comience
a salir, el nivel del agua en el primer vaso descienda hasta 5, m y en el segundo
vaso asciends hasta z, m. Durante el siguiente infini te p iio intervalo
de tiempo dt el nivel del liquido en el primer vaso se rebaja dn m (dz, < 0)
y en el segundo vaso se eleva diy m (d:% =0

Puesto que la disminucién del
igual a su to en el segundo vaso
25, dsy = 8y dig, do donde dsg = —(5,/5,) dzy-

Si se introduce la designacién v = z, — 3, la velocidad de Yuo del liquido
por el orificio entre los vasos se puede hallar valiéndose de la férmula v =
= o1/ Zgu; ella se determina por la férmula de Bernoulli (véase el problama 478)
en la cual convione suponer ?\1‘1& ol orificio se encuentra a la profundidad u =
= z, — 1, debajo del nivel libre del liquido.

Por eso el volumen del liquido que pasa durante el tiempo dt, el cual es
igual conforme o lo dicho anteriormente a §, ds,, es igual también a ve dt =
= on V'Q?u' dt. Igualando estas expresi para un mi i} legamos
a Ja ecuacibn

“del liquido en el primer vaso es
Syl dn| = Su| deg |, 0 bien

—8,dz5, =00/ Igudt.
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Pera du = +(ss ,osea,n‘=5’duf.9+-5‘-
Sustituyend: lu:aix=1 6n o‘h dap ”‘J:) dﬁ '1 e { 5 2)
mos la ecuacidn diferencial que liga u y ¢

8,8, 5,8, du
55 dt, o bi e O B
T ow '/ Zgudt, o bien dt BtV Ve

Integrando, hallamos

584 >

[T (. | ..} W—_ | 4
Grrsaee v V"

8.8, hi—k

. El tiem-
{s,+s ) ow
En b do T io pare igualar los niveles en fos mns lo hallamos,
scieodo u=10:

Para te=0 tenemos u=h;—h,, de donde €=

(S;"‘SJW I/‘Z
Resolver las ecuaciones:
481. Incosydr + ztgydy = 0.
482.“—1- + e =0; y(1) =0.
483. 3extgydz -+ (1 + &) secydy = 0; y (0) = nlh.
2.

8L e gy de — “du=0; y(1) =n/2
485. (1 + &) ydy = " dz; y (0) = 0.
486. y + cos (z + Ey) = cos (z — 2y); ¥ (0) = nfd.
487. y' = 2=-¥; y (—=38) = —5.
488. ylndy+y' Vz+1=0; y(—15/16) =e.
484, yiy'=Iny; y(2)=1.
490, 2V 1+ ytda+yV 1+22dy=0.

_zdy ydr
91, yl = —_— Vi =0,
4£92. y —I—san{z-f*—!f) = sen (z — ).
493, yy' = —2x sec y.
494 ¢ = 4 &V y (0) = 0.
495. ' =sh(z 4+ y) +sh (z — y).
496, y' =V (@ — it —).

dx dy —n-
497. ﬁ:ﬁ+m_0' y()=1.
498, z (- 1)drtpt(zt+ 1) dy=0; y(0)=1.

499. (Vzy—V 2)do+ (Vx_yﬂfi) dy=0.

1 &x
500. )V Trama +V’ T0 y(/d) =
’ CO8 y—8en i —
504. y “tosr—senz1°
502, — a2ty Syl

Vetirsis  #+1 v



503. sec’ ztg y dz + sec? ytg zdy = 0; y (n/d) = nl4.

504, Setg ydo + (1 — ) sec?ydy = 0.

505. Hallar una curva en la cual el segmento de la tangente com-
prendido entre los ejes de coordenadas se divida por la mitad en el
punto de tangencia.

506. La velocidad de desvalorizacién de un equipo debido a su
desgaste es proporcional en cada instante dade de tiempo a su precio
real. El precio inicial es igual a 4,. Hallar el precio del equipo al
expirar ¢ afios.

507. Una sustancia se transforma en otra con velocidad propor-
cional a la cantidad de sustancia no transformada. Es sabido que la
cantidad de la primera sustancia es igual a 31 4 gal pasar1 by 9,7 g
al pasar 3 h. Determinar: 1) cuénta sustancia se tenfa al comienzo del
proceso; 2) cudnto tiempo pasari después del comienze del proceso
para que quede 1% de substancia primaria.

508. Un recipiente cilindrico de 6 m de largo y 4 m de didmetro
estd situado horizontalmente. ;Cudnto tiempo el agna tardard en
salir del recipiente si el orificio de 1/42 m de radio se encunentra al
nivel de la generatriz més baja del cilindro?

50Y9. Un embudo cénico con orificio de @ c¢m? de drea y dngulo
de 2 al vértice del cono, est4 lleno con agua hasta el nivel H cm por
encima del orificio. Hallar la dependencia existente entre la altura
variable del nivel del agua & en el embudo y el tiempo de su salida £.
Determinar el tiempo total de su salida. Calcularlo para © = 0, 1 cm?,
o = 45°, H = 20 em.

510. Hallar el tiempo que tarda en salir toda el agua de un em-
lQJudo conico, si se sabe que la mitad de esta cantidad sale durante

min.

3. Eeuaciones diferenciales | gé La i6n que tiene la forma
Pz, y)dz + @ (z, y) dy = 0 se llama komogénes si P (z, ) ¥ @ (x, y) son
funci b é idi ionales. La funcién f (z, y) se denomina homo-

génea m-dimensional si

f{hz, Ay) = A7 (z, ).
La [6n bomogénea puede ser reducida a la forma y' = f {(y/z). Con ayuda
de la sustitucién y = tz una 6n h énea 8o reduce a la ién con
variables separables respecto a la nueva funoién incégnita t.

511. Hallar la integral general de la ecuacién
(z* + 2zy) de + zy dy = 0.

Resolucidn. Aqui P (z, ;2 - :“;1— 2zy, Q{z, v) —h.zy. Ambas fuucinl;:ﬂ
i . i T A stitucion y = fz,

zndonda By =z det + t dz. Entonces la ecuscién tendré la forma
{z? + 2e%) dr + t2? (x dt + £ dz) = 0, o bien
(2? -+ 22% « t3zY) dx + 1zt dt = 0.
Separando las variables e integrando, tenemos

dr |, _tdt ¢ tdt
S+mroe=t [ F+fafE-e
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‘Transf la da integral:

n ::|+S ‘(':i—r],ldz=c.' o bim ]n|=|+1n|z+l|+‘+—!i'=c.

tl_}:t..lomando a la funcién incégnita anterior y (f = y/z), obtenemos la respuesta

1n1x+y;+;§_.~;.=c.

512, Hallar la solucién particular de la scuacién y’ = 5 + sen 5,
con la condicién inicial y (1) = =n/2.

Resolucifn. Realizamos la sustitucién y/z == ¢, de donde y = iz, dy =
= z dt + ¢ dz. Como resultado obtenemos

rdrttde=(t+sent)dr; rdi=gen=1tds; ?:%=£;-‘-.

Integrando, tenemos
In|tg(42)) =In| x| 4 1nC, de donde ¢/2 = arcig (Cz).
Bfectuando la sustitucién inversa ¢ = yfz, hall a solucib idela
ecuacién inicial y = 2z aretg (Cx). Utilizando la condicién inicial dada, obten-
dremos /2 = 2 arctg C, de donde
€ = 1. De suerte que la solucitn
particular buscada tiene la forma ¥
y = 2z arctg x.

513. Hallar la curva gue
pasa por el punto A (0; 1)
para la cual el tridngulo for-
mado por el eje Oy, la tangentle
a la curva en su punto arbi-
trario y el radio wvector del
punto de tangencia es isOsce-
les (con ello de basze de este
trifingulo sirve el segmento
de la tangente comprendido
entre el punto de tangencia
¥ el eje Oy).

Resolucién. Sea y = f (z} la ecuacion buscada de la curva. Trazamos la
tangente MN en un punto arbitrario M (z; y) de la curva hasta la interseccién
con el eje Oy en el punto N {fig. 33). De acuerdo con el enunciado del thlema
debe cumplirse la igualdad | ON | = | OM|. Pero | OM | = /2" 1 37,

| ON | la hallamos dgs la ecuacién de la tangente Y — y =y’ (X — z), hacien-
0 X=0,0808 ¥Y=|0N|=y—a.
De este modo lleg ala ién h

Fig. 33

2

Viti=y—zy,

Haciendo y = fx, después de la sustitucidn y la separacitn do las variables
obtendremos

%=_%, o bien In {141/ T+ ) =InC—In 7,



de donde
2=C (C—2p)
{una familia de paribolas cuyo eje ez Oy).
Sustituyenda las coordenadas del punto 4 en la solucién general hallada,
obtendremos 0 = € (€ — 2); entre dos valores de € = 0 y € = 2 es iitil sola-

mente el segundo, puesto que para € = ( la pardbola sa degenera en eje Oy.
De auerl.:?;sus 1a curva bmdg es la pardbola

=41 —yp), obien y=1—z4
514. Hallar la forma de un espejo que haga converger todos los
rayos paralelos en un punto.

Resolucién. Es evidente que el espejo debe tener la forma de uns superficie
de revolucion cuyo eje sea paralelo a la direccion de los rayos incidentes. Toma-
mos Ox como este eje y hallamos la ecuacién de la curva y = f (z) por cuya rota-
cidn s forma la superficie buscada.

Llgvamos el origen de coordenadas al punto en el cual convergen los rayos
reflejados. Designamos el rayo incidente por KM y el rayo reflejado por MO

tig. 34). Trazamos la tangente T7, y la normal MN en el to M a la curva

uscada. Entonces el trifngulo OM 7 es isésceles con el vértice en el punto O
P N P

{puesto que OMT = KMT; = OTM = «). Por consiguiente, | OM| = | 0T |;

pero | OM | =1 28+ % y | OT | lohallames de la ecuacién de la tangente

Y —y=y' (X —z), haciendo ¥ = 0; tenemos X==—;",, de donde

|0rl=|X|-=-—x=—x+f,h
De este modo, obt la ibn dif ial

VEFFE=—s+L, o bien G+ VTP 1 =y, 0 s,

(=+V 9 dy—y dy=0.

Esta i6n dif ial es 1 gé Para su integracifin es racional
introducir la sustitucién z = fy, t ¥ por argumento ¥ z (y #} por funcio-
nes incbgnitas de este argumento. Entonces obtendremos

(VPPF @ +ty) dy—y (t dy+y d)=0, o blen YV 11 dy~y dt=0.
Separamos las variables e integramos:

dy __ dt o = 1+
T=VeE 0; lng=In@+Y T+@+Inc.

De donde y=C (t+1/1+#) o retornando a las variables iniciales z o ¥,
tenemos

TR
VIR E=4,

Efectuada la simpliticacién, hallamos la solucién final en la forma
pr=2C (z+g-) z

La curva buscada ¢s una parfhola y el espejo tiene la forma de un parabo-
loide de revolucién.

e



515. Hallar las trayectorias ortogonales de la familia de pardbo-
las = = ay® (a es ol parfmetro de la familia).

Resolucién. Se llaman trayectorias sriogonales de una familia de carvas a te-
les curvas de otra familia, cada una de las cuales interseca a cada una de las
curvas de la primera familia bajo el
dngulo recto. ?1 T
%i(l: maci&node la Eonmi'li,a dada !
68 , ¥, @)= 0, entonces para
hallar Ton tr)ayectorlas ortogonales M
hace falta:

1\1 escribir Ja ecuacibn diferen-
cial de la

> familia dada f (z, 5. ¥")=
2) partiendo de la condicién de
ortogonalidad (yiyTs = —1), sustitui
mi?l}a ecuacién diferencial y* por T 0 e
—1ly';

8)’ integrar la _ecuacién obtenida
I (z,Py, —1/y’)y = 0.

‘ara resolver el problema Ihm_

teado, derivamos la ecuacién de la

familia dada de parfibolas: 1 = 2ayy’.

Eliminando el pardmetro de la fa-

milia @ en las ecuaciones = = ay®y
1 = 2ayy’, hallamos la ecuacitn dife- Fig. 34
rdncial de la familia dada de y;pnrﬁ- &
bolas: 2zy' = y. Sustituimos P
—A/y'y obt la ién di
gonales:

=

z

or
ial de la familia de trayeclorias orto-

24y =0, o bien 2zds+ydy=20.

1nl ndo la ecuscién obtenida, hallamos la ecuacién de la familia de
trayectorias ortogonales:

2
:l+%y’-c, 0 bien %'-+%=i.

Do este modo, las trayectorias ortogonales de la familia dada de paribolas
son elipses semejantes unas a otras en las cuales el semieje mayor {vertical)
supera en ]/ 2 veces el menor.

Resolver las ecuaciones:
516. zy' sen (y/z) 4+ z = y sen (y/z).
517, 2y + y* = (22* + 7)) ¥'.
518. zy' ln (y/z) = = + ¥ In (y/z).
519, zyy' = y* + 22%
520, zy" — y = = tg (y/z); y (1) = =/2.
521. y' = (y/z) + cos (y/z).
=4+ ylz + (=% y(1) = 2.
523. (= + ) dz — ay dy = 0.
524, y' = (x + p)l= — ).
525, ay’ = ze¥™ 4+ y; y (1) =0.

'] x
52 ' —v=wwem -
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527. (-f"+3-'v’y"' ty)de+day(z®+ 40 dy =0, y(1)=0.

528. ay' = 2 (y — V zy).

529. 3y sen (3z/y) dz + [y — 3z sen (32/y)] dy = 0.

530. Hallar la curva en la cual el producto de la abscisa de todo
punto perteneciente a la curva por el segmento truncado por la
normal sobre el eje Oz es igual al doble del cuadrado de la distancia
entre este punto y el origen de las coordenadas.

331. Hallar las trayectorias ortogonales de la familia de circun-
ferencias (zr — 1) 4 (y — 1)* = R%.

4. E i1 dif ciales reducibles a h e Las i que
tienen la forma
3 ayx+bhy+e
yi=i (aa-'e?bn:*i—cs ) 1
cuando — agby %= 0 se reducen a homogéneas sustituyendo z = u -+

y=uv+4 donr]e a, ﬂ)esel punto de interseccion de las rectas a;x -+ by +

=07 az- by -+ s
1 lSi agby "a,b, = 0, la uustit.uclﬁn ayz + byy = ¢ permite separar las varia-
es,

532. Hallar la integral general de la ecuacién
(224 y+1)dz+(z+ 2y —1)dy = 0.
Regolucidn, La scuaclﬂn pertenece al primer tipe, puesto que p’
5’;%3 j 1 2 |= 87 0. Hallamos ol punto de interseccién de
Iasﬂrent:s 224 y+1=0y z4+2y—1=20, tenemos z=g = —{; y =
Enla i6n inicial efect la sustituclén de las variables haciendo
x—u}-ﬂu—-u«-i ‘r——v+P=v+‘I dr = du, dy = dv. La ecuacidn
se transforma reduciéndose a la
(24 4+ o) du 3 (4 == 2v) dv = 0.

Enla ién homogénea obtenida h v = ut, de donde dv = u dt +

+ t du; lleg ala ién con variabl
2+ t+1ude4ui(d -|-23) di=10

uya integral general es 4}/ ™+ # - 1 = €, o bien (efectuadas la sustitucién
fi w’uwg Ia s:l:vnclﬂn al‘liuadmdoj ¢ § '

ut 4 up 4 P e (2

Retarnando a las variablesz o y (u = 2 + 1, v = y — 1), después de reali-
z:ir ; , hallamos la integral general de la ecuacién
inicia

A+ prtaytz—y=0
(aqui se ha puesto C; = €1 —1),

533. Hallar la integral general de la ecuacién
@+y+dz+ Q2+ 2 —1)dy=0.
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Resolucién. La ecuacién pertenece al segundo tipo, puesto qual ; ; | = 0.
Por eso hacemos y = z = t, dy = dt — dz. La ecuacién dada adopta 1a forma
(t+ 2)dz-+ (2t — 1) (@ —dz) =0, o bien
(3—t)dz+ (2t —1)dt =0,

Separando las variables e integrando, tenemos

S %}:— df.-i—j dr=C, o bien —2t—51In {t—38]+z=—C.

Retornando a las viejas variables (¢ = = + y), obtend la respuest

final:
z+ 2y +5njz+y—3i=C.

Resolver las ecuaciones:

534. 2(z + y) dy 4 (3z + 3y — 1) dx = 0; y (0) = 2.

535. (¢ — 2y + 3) dy + (22 + y — 1) dz = 0.

536. (z —y +4)dy + (x4 y— 2)dz=0.

537. Hallar la curva integral de la ecuacién diferencial y' =
= (z +y — Df(y — = — 4), que pasa por el punto M (1; 1).

5. Eeuacl dif 1al tas. Una g dif, p
Pz, pdz+ Qlz, Ny =10,

=1

donde ‘;—i = %Esn lama scuaeitn diferencial ezacta, 0 sen, el primer miembro de
tal idn es la dif ial total de cierta funcién u (z, y). S esta ecuacién
se pseribe en 1a forma du = 0, su solucién general se determina por la igualdad
u= (. La funcién u (z, y) se puede determinar por la [érmula

x ¥
- f P (s izt | Qo v dne
Xa UE]

Con ello en la dltima férmula los limites inferiores de las integrales, x,

@ g, son arbitrarios; su seleccién estd limitada por una sola condicién: las inte-
5ra'ies en o] segundo miembro de esta formula deben tener sentido (0 sea, no
eben ser integrales impropias divergentes do segundo género). Si la condicién
%E = %gno se cumple, entonces en algunos casvs se puede reducir la ecuacién
en examen al tipo indicado, multiplicdndola por el asi lamado actor integrante
que, en el caso general, es la funcién de z e ¥ p (=, y). Si en la ecuacién dada
existe un factor integrante que depende sélo de z, este factor se determina por

]IH: e

la formula
0P _ a9
S (Fe-=)/0
aP  aQ

donde la relacién (5;'——5—‘__ 19 debe ser funciém sélo de =, Andlogamente, el

actor integrante que depende solamente de y s¢ determina por la férmula

YL 1Y,
o



donde (-—- — ———)n‘P debe ser funcién sblo de y (la susencia de y, en el primer

cas0, ¥ de x, on el segundo caso, en estas relaciones es ol criterio de existencia
del factor integrante del tipe examinado).

538. Hallar la integral general de la ecuacién
4+ y+seny)de + (& + 2+ zcosy) dy = 0.
Resolucién. AtbuiP (e N =e*+y+seny, @z, y)= eV 2+ zcosy,

g—-i-{-cmy, 1 4 cos gy, Por guionte, el primer miembro de la
ecuacién es la d.lI ial total de cierta funcién u (z, y), o sea,

dn du

—_—= ——z=pl A

Fr 4 y—+seny, P eVl x4 zcosy

Integramos 1;— con respecto a z:

= [ evtsonnstc@=etaytasmyto.
Hallamos la funcién € {y), derivando la tltima expresién respecto a y:

-g—y-=-z—l—xuos p+C" ().
Obtenemos la ecnacitn
xtreosy+C (N==z4 zcoay+ eV,

de donde encontramos £’ (y) = ¥, 0 sea £ (y} = #V. De este modo, la integral
general de la ecuacién tiene la forma

ey t-zseny 4 V= C.
539. Hallar la integral general de la ecvacién
(z +y—1)dz+ (¢ +-2)dy = 0.

Resoluci6n, Aqui P (z, p)=z2-+y—14, Qf, )=+, :;’ =i

%Q = 1; por lo tanto, la licién de Ia dif ial total estd cumplida, o sea,
la ocuacién dada es una ecunoibn diferencial exacta.
Det a 1 general por Ia férmula

x
j P, wss+j 06 Bay=C.
Xy ')
Tomando =y = 0, y, = 0, obtendremos
x v
g =+ 1)az+j Vay=C,, o bien [% tay—s el l=Cy
L[]

Sustituyendo los limites, encontramos

-;-x|+xlf—=+elf—1=c., o bien aﬂ+%:*+=y—sa €,
donde C = ¢, + 1.
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540. Hallar la integral general de la ecuacidn
{(z cos y — y sen y) dy -+ (x sen y -+ ycos y) dz = 0.

Resolucién, Tenemos
Pz, y)=zseny+ycosy, Qfz p)=3zscosy—yseny,

s i
o zco8 y-cosy—y eD iy et &

(F—R) e~k

Por eso la scuaci6n dada tiens un factor integrante que depende solaments de z.
Determinemos este factor integramte:

0P hQ
P_ES(,,, whede_ fe=_

Multiplicando la ecuscién inicial por ¢*, obtenemos la ecuacién
ex(zcosy — yseny)dy + e* (zseny + ycosg)de =0
Ia cual, como es fécil conv , 68 ya upa ién diferencial exacta; en
afecto, tenemos Py (z, ¥) = ¢T (zseny -+ ycosy), Oy (s y) = e (zcosy —
— ysen y). De ello
ar, [
—55—=6—y]e== {z s6m y -+ co8 ¥)} = €% (x cos y+ cos y—y sen ¥);

%:—gg [¢% (z cos y—y sen y)] =e* [z cos y—y sen y +cos y].

te, el primer miembro de la ecua

Estas derivadas son iguales y, por
cién obtenida es igual a du (=, p).
D¢ este modo, tenemos

fu du
5y = (weos y—yseny), ——==c*(zsen y-ycosn).
Integrando la primera de estas igualdad pecto a y, hall

b= 5 & (z cos y—y sen y) dy -+ € (z) = ze¥ sen y+-eFy cos y—e* sen y-C (2),

Hallamos la derivada de la funcién obtenida con respecto a zi

%‘;—-:e‘ gen y+ ex® sen y—e* sen y+4- ey cosy +C’ (2)=

=¢* (zgen y--y cos ¥} +C’ (x).

Comparando el valor obtenido de g—: con P {z, y), obtenemos C' () = 0, o sea,

€ (x) = 0. Por consiguiente, la integral g 1 de la i6n inicial tiene la
forma

i (zr, y) = zeTsen y + e¥y-cosy —eSwseny=0C, 0 bien
e%(zsony + ycosy — sen y) = C.

PResolver las ecuaciones:
541, (z + sen y) dz -+ {zcos y + sen ) du =

0.
542, (y + e“sen y) dz + (z + €€ cosy)ydy = 0.



543. (xy - sen y) dx + (0,52 + z cos y) dy = 0.

4. P+ + Yy de + Quy + 2+ ) dy =0 y(0) =0.
545. (2zye?® + In y) dz + (s*‘+f)dy=0; y(0) =1,

546. Imy+€‘l-—-y)cosz£dz+[(i 4- x) cos y —sen z] dy = 0,
547. (y + zin y) d= +(%+x+1)dg=0.

548. (2* 4+ sen y)dx + (1 + zcosy) dy = 0.

549. ye" dx -+ (y + ¢®) dy = 0.

550. (¢* sen y + z) dx + (e*cosy + y) dy = 0.

551. (Iny — 5y sen 52) dz + (5 + 2 cos 5z) dy = 034 (0) =

552. (arcsen xz -+ 2xy) dz + (22 + 1 L arctg y) dy = 0.
553. (3z%y + sen z) dz 4 (2® — cos y) dy = 0.

554. (5% -|- 32%) dx 4 (¢**V 4 dy?) dy = 0; y (0) = 0.
555. (tgy — y cosec® z) dx + (ctg x 4+ z sec? y) dy = 0.

6. (kg —v) e +(¢—2—rir) dy=0.

Integrar las siguientes ecuaciones gue tienen un factor integrante
que depende s6lo de z o de y:

557, ydx —zdy 4 Inzdz = 0 (p = ¢ ().

558. (z*cosx —y)dz +ady =0 (p = ¢ (2)).

559. ydz —(z + ) dy =0 (= o ().

560. yV I—yfdr +(zVI—g+p)dy=0 (=90

561. Demostrar que la ecuacién P (z, y) dz + O (z, y) dy = 0,
la cual es simultdneamente homogénea y ocuacién diferencial exacta,
tiene la integral general Pz + Qy = C.

Indizacidn: valerse del teorema de Euler sobre funciones homogéneas con-
forme al cual

P
=v:—=+ y-%=l}’ (=, g
donde ¢ es el fndice de homogeneidad de las funci Pz, ¥ (z, 7).
Ecusciones diferenclales lineales de primer orden. Em.lufng deyger-

[
noulll, La ecuacién de la forma
V+PRIy=20

se llaméa Ilfneel (y @ ' entran en primeros grados sin multiplicarse entre sf). Si-
Q (x) == 0,1a ecuacién se llama lineal no homogénea ¥ si @ (z} w= 0, lineal homo-
génea,

La wl}:;ién general de una lscuacién homogénea lineal y’ 4+ P {z}y = 0
i Imente sey a5 1as variab ;

@
¥
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o bien, finalmente

vmcs—jp(x)a:

donde C es una constante arbitraria.
La solucién genoral de una mcién ]1519&1 no homogénea se pueds hallar
a

partiendo de la sol g homogénea correspondiente con
ayuda del método de Lagrange, haciendo variar la constante arbitraria, o sea,

— | Pidxrax
suponiendo y = Clz)e e , donde C (z) es cierta funcién derivable de =
que debe ser definida.
Para hallar C (x) es necesario sustituir y en la ecuacién inicial lo gue conduce
a la ecuacién
C'{x]c_sp & o o).

De aqui,

. [Pz

C(.‘s}:} Q) e dz—+C,

donde C es una constante arbitraria. Entonoes la solucibn general buscada de la
ecuacién no bomogénea tieme la forma

yac-ipmd‘[ﬁq {x} e Spmﬂdr+0].

Las ecuaciones linesles de primer orden se pueden integrar también por el

método de Bernoulll que consiste en lo sigulente. Con ayuda de la sustitucién

= uy, donde u ¥ v son dos funci d idas, la én inicial se trans-
orma reduciéndose a la forma

wovtu -+ P{zyup=0Q(z), obien u[4 P (vl o' =@ ()

Valiéndose del hecho de que una de las funciones desconocidas, (por ejem-
plo, v) puede ser elegida arbitrariamente (puesto que s6lo ol producto uv debe
satisfacer la ecnacion inicial), por v se toma una solucifn particular cualquiera

de 1o scuacién v’ -+ P (z} v =0 (por ejemplo, v=¢ fee
aoml%nlante. el coeficiente de = en la Gltima ion. Ent
precedente se raduce a la ecuacifn

dx
que anula, por
la i

vu' =@ (), o bien u —L’Ef)-=q () ei?(ﬁ) > :
de donde

{Pi=ra=

n-C+SO(:}l ax.

La solucién general de la ecuacién inicial ee halla multiplicando u por v:
=\P{x)d= P(x)de
y=¢e 5 [SQ(:}&S d!-}—C].

La ecuacién (no lineal) de la forma

¥ +Px)y=0Q)y™



donde m == 0, m 5% 1, se lln.ma scucnén de Bemou!IE Puede ser transformada en
ecuacidn lineal, reem desconocida con ayuda de la sustitu-
cibn 1 = y'-m debido a la cual la scuacidn inicial se reduce a la forma

-_i—- 2+ P (r)3=0Q ().

1
Al integrar ecuaciones concretas de Bemnulh no haca Ialf.a translormarlas
Srwiamente en lineales sino aplicar di al e B 1li o el
o variacifn de la constante arbitraria.

562. Integrar la ecuacién y' cos® z + y = tg z, con la condicién
inicial y (0) =

Resolucié ramos la ifn homogé ' cos?z 4+ y = 0; sepa-
aleg g I cos*x ] H
rando las Variahlos. obtendremos

4y, dz = —e—lEx
TR 2_0, Iny+tgr=Ing, p=Ce N
B la solucién de la ién inicial no homogénea en la forma y =

= C{z) e~ %, donde C (z) es la funcién desconocida. Sustituyendo en la
ecuacibn inicial y= C(z) e * o y' = ¢* (z) etEx_ o (z) e=*8 * gpc? 2
llegamos a Ia ecuacién

cos?z ' (z) e M *—C (z) e~ 18 Fsactz costa--C (2) em M F=tg .

o hien
C' {z) costz e ET=1g 7,
de donde
g
@)= | g dr=e¥®1gz—1)+C.
De este modo, obt la solucidn g 1dela i6n dadas

y=tgzx—1+4 Ce~® %,

Utilizando la condicién inicial y (0) = 0, hallamos 0= —1 4 ¢, de
donde € = 1. Por consiguients, la solucién particular buscada tiens la forma

y=tgz—14 8%
563. Integrar la ecuacién y’ — y th z = ch®x,

He:olucién.. Es una aca.:aclén lineal. La resolvemos por el método de Ber-
nou&};.'- r.s’a-s.u?rtl:lz"‘= ch*z, o bien u (¥ =vthaz)+ u'v=chtz
Hacemos v — v th z = 0, de donde % = th z dz; integrando, hallamos ln v =
=Inch z, o bien v = ¢h = (no introducimos la constante de integracifn,
que es suficiente hallar una solucién particular cualquiera de esta ecuaci n

auxiliar),
Para determinar u tememos la ecuacidn w'v= ch®z o u' chz = ch?z,

de donde hallamos u = v‘mh z dz = sh = 4 C. Multiplicando « por v, logra-
mos la soluciébn general

y=chzhz+ O).
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564, Integrar la ecuacion

'] o
¥+ T— =arcsenz4-x.

R 1 'y lll g la 1A W ‘,r I -.u‘
oy T A zdz —-—ln—
s o o = Iny = In(i—2%+IncC,
o0 sea, y=C 1 T—=z% Ahora hacemos y=C{z) )/ 1— 3. entonces
Pt Y Tt
Vi—=
Ef da la itucién en la ién inicial no homogénea, obtenemos

C’ (x) Vi_ﬂ_ﬁ%"’"ié? € (z) YV T—2=arc sen z-}x,

o sea,
- arcsen r X
(g =m——t———.
e

Integrando, hallamos

C(¢)=S[%+v—'— 1:__,5J dz=-%-{nrcsen Py T=524-C,
De este modo, la selucién general de la ecuacién dada Liene la forma

y=yi—2 [%{srcsen :)’—]/1—:*+-‘.‘-] "

565. Resolver la ecmacién z’ +-':-=:2y*.

Resoluctén. Es una ecuacién de Bernoulli. La integramos por el método de
variacibn de la constante arbitraria. Para esto integramos primeramente la
¥ 2 h Ana

lineal correspondiente y* + f. =0 cuya solucién es

y=

-

®in

Buscamos la’solucil‘né: de la ecuacién inicinl de Bernoulli, haciendo
y=@, y’=ch——;;=—}. La sustitucién de y e y* en la ecuscidn ini-
cial ofrece:

€ €, € €z b P ¢ C o)
LR e [Z2], onm LR_JEQOE,

Integramos la ecuacién obtenida:

aC(z) _ dz 1 . . 1
=2 —spgr=te-he co=} 5 @
HO— 1221
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De este modo, Ja solucién general de la ecuacibn inicial es
) 1
i z »¥3In(C/n)

566. Integrar la ecuacidn

' 2ry ‘¥

ML LN O
¥ T 4 VTET arctg .
Resoluclén. Es también una ion de Bernoulli. La integramos por el

método do Bernoulli, para lo cnal hacemos 3 = wv. Sustituyendo en la ecuacién
inicial y = uv, y' = #'v 4+ w’, agrupemos los términos que contienen u en el
primer grado:

2 T
TR [ u*__'f,‘l..) = i arclg z.
14t Vi+at

Tomemos por v una solucién particular cualquiera de la ecoacién
V 21v

] -—?=U_

Separando en #lla las variables, hallamos

du 2zdx
—=aT 7 Ime=Iln(142%;, v=1-Llz®

(no introducimos la constante de integracién).
Para hallar u tenemos la ecvacién

[i”ﬁ

1+

we=4 arclg z,

o bien (puesto que v=1-4z%)

. 4V uarcigz
B o= -
147

Separamos las variables @ infegramos:
du l==Z arclg =
2 u 1422

Ahora bien, u = ﬁmig‘x +CF e y=uw= (1--2N(arctg®z+ CF
a solucitn g 1 de i6n inicial.

dr. | m=arctg? r+C.

esl
567. Integrar la ecuacion y = 2y’ + ¥' lny.
Resolucion. Esta ecuacién se puede integrar {Acilmente, si se cambian de
Lﬂpel ray:t do por-arg toyy por L b0 d ida . Para esto
¢o falta solamente {utilizando la férmula de derivacién de la funcion inversa}
poner yi= 1/z). Entonces la ecuacién dade se transforma en la siguiente:
ygr = x +iln y.
Esto es una ecuscién lineal respectoa a z. Integramos la ecuacién homogénea
respectiva yz’ = x; tenemos

dz _ dy | =
e re=Cy.
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16, inicial no homagénea. haciendo x =
—C{y)y.dedondez,-&"(y)y—t—ﬁ'(y) La on la ifin da
lny

CWAHCWy=CWy+ny,  de donde ') =—7,
1+Iny
o

Cly=C—
Multiplicando € (y) por y, hallames la solucibn de la ecuacién inicial
r=Cy—1—1Iny.
568, Integrar la ecuacibn (2*lny —a2)y =y
Resolucidn, Es\a eguaclén se puede integrar con ayuda de la misma trans-

3“ do y por argumento ¥ r por funcién desco-
nocida, reducimos esta ocuacién a la forma

Bloy—z=yz', obien pyz'+z=2%lny

Esla es una ecuacién de Bernoulli con respecto u z. Integrando la ecuacién
lineal tiva yr’ + z = 0, hallames x = Cfy.

Tomamos en la ecuscibn inicial z=—c:LJ, de donde :’:C_;?.]._
c;f} ; 1 ala ibn siguiente para determinay € (y):

o~ 4 L _lC@r

. ) I€ {(w]*1n
- Ing, obien ¢ (v}=%,

Separamos las variables e integramos:
ac (y) lny . —C— Iny4+1 | cw

- ¥
CwrE- . C(y) ¥ i Ing+1—Cy -

il\.:u.lhp]jn:anda € (¥} por 1/y, hallamos la solucidn genernl de la ccuacién
inicia

= 1
z_Tny+i-—£.'y‘

Raso]ver las ecuaciones:

569. y —y=2cosx

570. y + 2zy = ze-%.

7. yecosz +y =1 — sen z.

572. y' + Sy =S5 () =0.

573. 1 -2y + y = arctg z.

574. y' V' 1—2* +y=aresenz; y(0)=0.

575.

Y gt X
¥ — s =0s zln tg 3.

576. y’—-ﬂl:l—z=:clu.\:; yle)=e22.

577. ¥’ senz — yeosz = 1; ¥y (=/2) = 0.
578. ¥ (z + v*) ~ .
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Indicacidn: tomar z por funcién desconocida.
579. y' + 3y tg 3z = sen Bz; y (0) = 1/3.
580. (2zy + 3)dy — y*dzr = 0.

Fndicaciin: tomar z por funcién desconocida.
581. (4 + 22) ¥’ =y

Indicacién: tomar x por funcién desconocida.
582. ¥+ -Ef-= REZEN

= ! y ¥

e = S
]

584 ¥ o= e

585, 4dxy’ + 3y = —e LY

586, ¥ +y=e"tVy;, y(0)=9/4.

587. vy’ -i—j‘:”i =y (z* - Dsena; y(0)=1.
588, ydx + (x + «*y*) dy = 0.

Indicacién: tomar z por funcién desconocida.

580. y —2ytgx — yisen®z = 0.

590. (f +- 2y + 2y + 2 =0,y (1) =0.

Indicacion: tomar x por funcién desconocida.
7. Ecuaciones de la forma z=¢ (y') @ y =g (y'). Estas ecuaciones se
is?r?nn facilmente en forma parameirica sl se hace " = p y se toma p por
me
v

tro, con caya ayuda conviene expresar Lanto z como y. En efecto, hacien-

= p en la ecuacidn = = @ (y'), inmediatamente obtenemos la expresién

para x por medio del pardmetro p : z = ¢ (p}. De aqui, derivando, enconiramos
dz= g (p) dp, pero, puesto que dy = ' dx = p dz, entonces, por comsi-

guiente, dy = pg' (p) dp, ey se determina porla integracién: y = \pg’ (p) dp +

c.
De este moda, 1a solucién de la ecuacién £ = g (y') 58 escribe en la forma

paramétrica
z=q (e

|y=5m’ (#)dp+C.

Anélogamente, tomando #' = p en la ecuaciin y = ¢ (y'), hallamos y =
= ¢ (g}. Derivando y, obtenemos dy = ¢' (p) dp. Pero, como antes, dy =

= p dz. Por lo tanto, p dz = ¢' {p) dp, de donde dz = @ ¥ éncontramos

z por la i ifn! r= @ (p)dp + €. La solucifn genera de la scuacidn
y=¢(y) tiene la forma

_[ ¢ (ndp
{’—S 5 o

y=u0 (&)
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Si esto so logra, en ambos casos se puede eliminar el pardmetro p ¥ hallar
la integral general de la ecuacién.

591. Integrar la ecuacién z = y’ sen y’ + cos y's

Resolucién. Hocemos 3’ = p. Entonces x = p sen p -+ cos p. Derivaremos
esta igualdad:

dx = (sen p + p cos p — sen p) dp = p cos p dp
y sustituimos la expresién para dz en la igualdad dy = p d=
dy = p*cos p dp,
o =ea,
y= Sp'cowip = {p*—2)senp+ 2pcosp + C.

De este modo, la solucién general en la forma p étrica tiene el

[ Z=PEen P-+C0S Py
y=(p*—2) sen p+2pcos p+C.
592. Integrar la ecuacién y’ = arctg (¥/y'*).

Resolucién. Hallamos previamente y = 2 \g y'. Tomamos y' = p; enton-
ces y = p® tg p. Derivamos esta igualdads dy = (2p lg p + p® sec? p) dp 3.;
reemplazando dy r pdx, obtenemos pdz=pl2lgp-+p sec? p) dp,
donde, simplificando p e integrando, hallamos

= 5{2 tgp+ poec?p)dp = ptgp—Incosp 4 C.
La solucién genersl de la ecuacién dada tiene la forma
{ y=ptlgp,
z=ptgp—Incos p+C.
593. Integrar la ecuacion z = y' + Iny'.
Resolucién. Pongamos 3’ = p. Por lo tante, x = p + In p; derivando, en-
contramos dx = dp + -f Como dy = p dz, entonces

dy=p (dp+%]==(i’+‘l)dp‘

Integrando, hallamos
1 Y
y==(p+12+C.

La solucibn general de la ecuacién dada escrita en la forma paramétrica
reviste el aspecto

z=p-+inp,

y=—3 (r=1*+C.
Aqui el pardmetro p es fiell eliminarlo; de la segunda igualdad obtenemos p =
=1 2{y— €) —1(p >0y por eso delante de l» raiz hace falta poner el
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signo ¢+-#). Sustituyendo la expresibn encontrada para p en la primera igualdad,
hallames la solucion general de la ecuacion en la forma siguiente:

a=Y 2(y=C)—t+In [V Ep—Cl=1].
Resolver las ecwaciones:

594. arcsen (z/y’) = ¥'.
595. y = ¢’ (' — 1).

596. 2 =2 (lny —y').

597. y (1 J_—( '2;;”‘ ==-y )’

598. x = 29" + 3%

099, x =y (1 4+ ).

600, z = &' (22 — 2y’ 4 1).
60, y =y Iny'.

8, Ecoaciones de Lagrange y de Clairaut, Se lluma ecuacién de Lagrange
a una ecuacidn diforencial de primer orden, lineal respecto a z e y, de cuyos
coeficientes sirven las funciones de p°:

Pplz+ Qv+ R =0

La ecuacitn de Lagrange se integra del modo siguiente. Vamos a resolverla

respecto n g ¥y tomameos como pardmetro y', haciendo y' = p:
v =xf (p} + 9 (p)-

Aqui _se introducen las designaciones [ (y') = —2 (/@ (¥'), @ {v')=

= —R (y')/Q (y'}. Derivando la ecuacién obtenida y sustituyendo en ¢l primer
miembro dy por p dz, llegamos a la ecuacidn

pdz = f(p)dz + z{ (p) dp + @' {p) dp.

La ecuacibén ohtenida es lineal con respectv a x (como funcidn de p) ¥ por eso
puede ser integrada. Si su solucidn es z = F (p, €}, entonces la solucidn general
de la ecnacidn inicial de Lagrange se escribird en la forma

[z: Fip, )
g=2f (P)+g (P =F (p, O N+ (p).

Se llama ecuactdn de Clairaut a la ecuacién que tiene la forma
y=a' + o)

es un caso particular de la ecuacion de Lagrange. Integrindola por el procedi-
miento indicado, es ficil obtener la solucién general y = Cz + @ (C) la cual
define una familia de rectas sobre un planoc.

Ne obstante, la ccuacidén de Clairaut, ademds de la solucién general, tiene
adn una solucién singular definida por las ecuaclones paramétricas siguientes:

[ z=—q¢" (p),

y=—p¢’ (p)+¢ (p).

La solucié lar de une ecuacién de Clairant (ella existe si ¢ (p} ==
dat inadas por la solucié

e uons‘tz o5 la envolvente de una familia de rectas
general (en otras palabras, de solucidn general de la ecuacién de Clairaut sirve la
familia de tang para la solucién singular).

Una ecuacién de Lugmuse también puede tener soluciones singulares, con
ello las soluciones singulares de esta ecuacitn (si ellas existen) son las tangentes
comunes a todas las curvas integrales definidas por la solucién general.
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602, Integrar la ecuacion y = zy’ — &',

Resolucidn. Esta es una ecuacion de Clairaut. Hacemos y* = p y escribimos
la ecuacidn en la forma y = pz — eP, La derivamos, dy = pdx + zdp —
— P dp; pero dy = p dx, por eso la dltima ecuacidn adopta la forma z dp —
— ¢Pdp = 0, o bien (z — e?) dp = 0. Por lo tanto, o dp = 0, o bien = = .
Si se hace dp = 0, entonces p = C; sustiluyendo este valor da'f en la igualdad
y = pz — e?, obtenemos la solucidn general de la ecuacitn ada:

j-l'.'.'x-ec.

Si hacemos z = P, entonces y = pe? — P {p — 1) & y llegamos a la
solucién singular de la ecuacién inicial

=P,
{ y=(p—1) eP,
Eliminando el parimetro p (en el caso dado py= In z),"hallamosila solucién
singular en la forma explicita:
y=z(nz=—1).

Verifiquemos que el conjunto de reclas determinadas por la solucidn general
es una familia de tangentes u la curva integral singular.

Derivando la solucién singular, hallamos y' = In z. L ecuacitn de la
tangente a la curva integral singular en ol punto M (g y,) [donde y, = z5 X
* (In zy — 1)} se escribird en la forma

P—ba =gl — =) o0 bien y—Tx(Inz,—1)=ilnz, (z— =),
1o que, efectnada la simplificacion, resulta y = z In z; — %,. 5i aqui se pone

Inzq = €, la ccuacién do Ja familia de tangentes a la curva integral singular
tondr4 la forma y = Cz — 2© qua es lo que se necesitaba demostrar.

603. Integrar la ecuacion y = zy'* + y'%

Resolueidn, Bsta es una couacién de Lagrange. Procedemos anilogamente
al ejercicio anterior, o sea, h 4 = p, ent y = zp? 4 p* Derivamos
la altima ignaldad: dy = p? d» + 2Zpz dp -+ 2p dp. Efectuando la sustitucién
dy = p dz, llegamos a la ecuacién p dz = p?dz + Zpz dp + 2p dp. De aqui,
simplificando p, obtenemos la ccuacién con variables separables

dz__ 2dp
z+1 {l=p -

(f—pdr=2{z+1)dp, o bien

Integrindola, encontramos
In(z+t)=—2Inlt—p|+In¢ z+1=Cp—1n
Utilizande la ecuacién dada y = p? (z <~ 1), ohtenemos
v = Cp*(l — p¥).
La simplificacién de p efectuada, puede provecar (y en esle cuso provocd
la pérdida de la solucidn sinﬁnnhr; haciendo p = 0, de la ccuacion dada halla-

mos y = 0; esto es una solucidn singular.
De suerte que
1= p—1)%, °F

{ y=5‘p=.|'(;(ii}= es la solucién general; y=0 es la solucién particular,

_En la solucidn g 1 el pard  oe puede eliminar y redncir a la forma
Wi+ViFiE=c.
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Resolver las ecuaciones:

604, y=zy" 4V b24-ay.

o 1
605. n"r‘mryf"",—-
4 ¥ oy

606. y=zy +y' —y™
607. y==z (%+y’)+y".
608. 2y (3 + 1) = ="

§ 2, Ecuaciones diferenciales de ordenres superiores

1, Coceplos basicos. Se llama ecuacién diferencial de n-dsimo orden a la
que tiene la forma

Flz, o 'y 4" - y™ =0,

De soluci6n de tal ecuacién sirve toda funcién n veces derivable y = @ (z) que
convierte la ecuacidn dada en identidad, o sea,

Fliz, pizh 9 (=) @ (@) vaug 9™ {2)] = 0.

El problema de Cauchy para esta ecuacién consists en hallar una solucién
tal que satisiaga las condiciones: y = Yo, ¥ = ¥4, - .., y1P~1 = y}"-v para
z =z, donde =g, ¥, Wi» - - . ¥ son nb dados, i dos datos
o condiciones iniclales.

La fupcién y = @ (2, Cyy Cay - . .y Cp) 5€ denomina solucidn generel de
la ecuacién diferencial de n-ésimo orden dada si, gid pecti te las
constantes arbitrarias €y, Cy, - . -, Cy. £sta funcitn es la solucitn de todo pro-
blema de Cauchy planteado para la ecuacién dada.

Cualquier solucién obtenida a partir de la solucién general para valores
concretos de las constantes €y, Cy. .+ .» Cp {en particular, toda solucién del
gmhlema de Cauchy) se llama solucién particular de esta ecuacién, Para separar

el conjunto de i de la fén duf 1 upa solucién particular
determinada se utilizan, a veces, las llamadas condiciones de contorno. Estas
condiciones (cuyo nmimero no debe superar el orden de la ecuacién) no se dan
en un punto sino en los extremos de cierto intervalo. Es evidente que las con-
diciones de contorno se ponen 8ol te para las i cuyo orden es
guperior al primero.

La integracién de las ecuaciomes diferenciales de n-ésimo orden se logra

f 1 te en alg casos particulares.

2, Eeuaclén de la forma y'™ = f{x). La solueién de esta ecuacién s en-

cuentira integrando n veces, a saber:

ym =1 @, o= [ 1) dr+Crmts ()40

o= [t (4l ar=1r @+ Cox 4O,

.
y=fn (2)+(R—EIT)T .l:""‘1+(n—_=2-ﬁ a0 4 Cpey 2 Cas



donde)

m@=§{{... Jr@an.

n Veces

C. c Taeid
Puesto I]'IIGT;_TI‘-}T, (_FI:;F""“ 500 tantes, la B 1
ga puede eacribir también asi:
y=fp @) + C12" 4 Cz®2 =t . .o 4 Cpaz + Cpe
609. Hallar la solucién particular de la ecuac:t'm ¥ = ze=* que
satisface las condiciones iniciales y (0) =1, ¥’ (0) = 0.

", T ””' Hall ]a 1. T A g ‘w.“- e =, dsh
ecuacion dada:

' :-S TeF dye= —ge ¥ —eF 40,

y_s |—zeE—e®4 O] dz=ze T+ 20%4+ C1z 4 Cyy
0 bien
y=lz+2e*+Cz+ Cy

Valgimonos de las eond:cmnes iniciales;: 1 =24 Cy; C3=—1; 0=
- Cy; €y =1, Por guiente, la solucién particular ’huscada tiene
1z forma

p=(r+Ne*+z— 1.
Esta misma solucién se puede hallar también del modo siguients, utili-
zando las condiciones iniciales dadas:

yt=y’ (0) +2‘ reFdr = [—2e~%— e f= —xeF—e~¥ L {;

=
H-y(ﬂ)+§1—xe'=—r¢+l|dxg|+|(; 2) e E I = (1 4-2) X x—1.

d

Resolver las ecuaciones:

gl(l. PV = cos? riy () =1/32; ¢ (0)=0,y" () =18, 3" (0) =

611. "' =z senz; y(0) =0, y () =0, y" (0) = 2.

612, y''" sen x = sen 2z,

613. y* = 2 sen z cos® x — sen® x.

614, ' —ze iy (O =0, ¥ () =2, y"(0) = 2.

3. Emacinms dilmclnles de la forma F (x, pi* y g Ly =0

que no El orden de tal ecuacion se puede redueir,
tomando por nueva funcién desconocida la inferlor entre las derivadas de la
ecuacidn dada, o sea, haciendo ytk' = 7. E la ecuwaci

Fz, 2, 2', 2., ™)) =0.
De este modo, el orden de la ecuacién se reduce en & unidades,
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615. Hallar la ecuacién general de la ecuacién zy" = y In (y'/z).
HResolucién. Haciendo y* = z, reduci la iém a la forma
2’ = z]n {z/z), o bien = (zfx) In (z/z).

Esta cs una ecuacidn homogénea de primer ord.en Tomando 3z = ¢, de donde
¢=tz, ' = 'z + t, oblenemos la ecuacién

T o i dt _ dz
i z+t=tnt, o bien =
Integrando, hallamos

Inlont—1)=Inz+1InC;, obien Int—1=C,

de donda t = 1% O yotornandoa la variable y, llegamos a la ecuacién y' =
= zel *OF, por consiguiente,

y=5 reltCix dewCE'; peltix __z% el | ¢,

616. Un cuerpo de masa m se deja caer por la vertical desde cierta
altura sin poseer ninguna velocidad inicial. Durante la caida el
cuerpo experimenta la resistencia del aire la cual es proporcional al
cuadrado de la velociddad del cuerpo. Hallar la ley de movimiento
del cwerpo.

Reselucidn. Tntroducimos laz desig sig g, ¢l eamino recorrido
ds 3 s e
por el cuerpe; v = AR velocidad; w = et aceleracion, Sobre el cuerpo
L}

actian estas fuerzas: su pese P = mg (en cl sentido de su movimiento) y la
resistencia del aire F = ke? = k[%) {en ¢l sentido contrario a su movimiento),

Baséndenos en la segunda ley de Newton, llegemos a la siguiente ecnacidn
diferencial del movimiento del cwerpo:

mw=P—ke* o bien :s =mg—. k( 4 )

Valgdmonos de las condiciones iniciales: si #=0, entonces s=0,
=2 g Sustituyendo'i—: por v, reescribimos la ecuacidn en la forma

ar
du E
T
de donde, haciendo “E.—a?, tenemos —i—=— 4, integrando, halla-
) ( £ ) k [t s m
mos (v ajk
-ﬁ-l “+°_-——|+C,.

8i {=0, entonces v=0, de donde €,=0, Por lo tanto,
1o geahp _Ea_k‘
Ta—v _ m

De ello
zak!,!m it un\l.ﬂm -nl“‘m

=at gZaRtim Ty “;-Tm +,-m\wn = g th (akt{m).



Pero an= }/m_—kg--%-= ],/k—f sustituyendo » por% 4 Obtenemos para
determinar ¢ la ecuacion

L l/ g 1
de donde, integrando. hallamos

n *E Fe
:=]/--%nlnch ]/F‘:Tc.s_':-mch]/?g-&c,,

Puesto que s = 0 para ¢ = 0, tenemos £y = 0.
De suerte que la ln{ de caida de un cuerpo al cual se opone la resistencia del
aire, e= proporcional al cuadrado de su velocidad y se describe por la férmula

™ 1nchy/ K
s=T1nLh'|/m(

. i
v lavelocidad de movimiento, por la férmulav = a th l/r ':_f toAquia = ]'/?

es 0til sedalar que la idad de movirmiento ne crece ilimitadumente, ya que

lim v=a= I/ kf{puesto que lim th 1/ kg, = 1), donde P es el peso del
t = { = o L3
cuerpo; ademds, pricti te la velocidad de caida al su valor limite
con mucha rapidez, distinguiéndose de éste en una magnitud muy pequeda.
Precizamente un cuadro asi se observa en !a prictica cuando se ejecuta un salto
en paracaidas de apertura retardada desde gran altura.

Resolver las ecuaciones:

817, g ——f oz (z—1); g(@ =1, y' ()= —1.

r—|

618, ai — 2y —ay =2
619. 2zy'"'y" = y" — a*.
620. (1 +2My"+1+ y*=0.

B2y (z—1) — ¥ =0y =2 ¥ 2 =1, yi2) =1,

4. Ecuaciones diferenciales de la forma F (y, y'. #*y <oy #'")) = 0 sin
variable independienie. La ecuacign de esta forma admite la reduccién del
orden, si s pone ' = z ¥ por nueve argumento se toma el mismo y. En este
casop”, y'", ... se expresardin con ayuda de las [drmulas (gue se deducen segin

la regla de derivacién de la funcién compuesta) y* = zs-;. yh =1 [::—:; +
-+ (:—:)!;), .« .por z ¥ las derivadas de z con respecto a y, ademds, el orden
de la ion se reducird en una unidad

622. Resolver la ecuacién 1 + y'% = yy*.

Resoluctén, Hacemos y' =3, y" =3 :—:. La ccuacién toma la forma

dz : :
1+;1=yzd—y; o sea, ung ecuscién de primer orden con respecto a z, con
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variables separables, Separamos las variables e integramos:

1‘_:‘2,::-1 In{l+29=2Iny+2InCy;  14zt=

=Cyy 1=+1"Cig@—1.

De aqui, retornando s la variable y, tenemos:
dy

L I i

v =+ VIP—T.

—lu (Cow+ VEF—N=z(z+C,),

o hien,

(et (xHCa) C1y pF (34Cp) €1 .E;._ch Cy{z+Cy)—C¥ch ’+C :
1

. i
T

622a. Hallar la primera integral (o sea, y') de la ecuacién y" =
= b %e)n ¥ E- ky'? que satisfaga las condiciones iniciales: y (0) = 0
ey (0)=0.

Resolucidn, Pongamos y'%=z, Zy’y'_—_x’:y'.—:-i-’ o 8sea, y =-.}.%

La ecuacidn tomard [a forma %-%:b sen y—kz. Ev nna ecuacion lineak

de primer orden respecto a z:%-l—ﬂk:-:.% sen y. Reselviéndola por el

método de Bernoulli, o sea, haciendo la susticucibn z=upv, obtendremos
dv du |, ’ du -
S+ d—y+zku) =2bseny.  Got2hu=0,
weemiV v Jo=2buen o280V dy,
Integrando, encontramos

o=i—_-’_2—§&-§ 3RV (2k sen y—cos y) 4+ C.

s= b Cethy -{v-l—z,bn-” (2k sen y—cosy)=y'7
o 1

Utilicemos las condiciones iniciales v determi E 1_2_‘{'“, 0, o sea,
¢ 2b

=i
Por consiguiente, Ia pri integral buscada tiene la forma

Y= ]/1_—f—°m {e=3hV 4 2k son y - o8 g,

623. Hallar la curva en la cval el radio de curvatura es igual
al cubo de la normal; la curva buscada debe pasar por el punto
M0 1)y t-ener en este punto una tangente que forme con el eje Ox
un ingulo de 45°
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Resolucién. Puesto que el radio de curvatura de la curva plana se expresa
por la férmula B = (1 4 y'®%*y" v la longitud de la normal N = y V' T4y,
t la ecuacion dif ial del probl tendrd la forma

LLVDE — v T

De ello, reduciendo en (1 4+ y'*)%*, llegamos a la ecuacién y".y* = 1.
Tomando y’' =z, y'=:-%';, obtenemos para r la ecuacién z-%-yan
=1{. Integrindola, hallamos

zdr=y-3.dy, o bien %x":-——;—y"-lv—;—cl, 0 ses, D=C,—yY

tetornando a la variable y, llegamos a la ecuaclén y'? = € — r".

La constante arbitraria €, la hallamos partiendo de la condicitn de ‘Ee la
tangents en el punto M (0, 1) forme con el eje Oz un dngulo de 45°, o sea, tg 45° =
= gu|=1, o bien ' (0) = 1. Por consiguiente, 1 = C; — 1, 0 sea, Cy = 2.

Ahora bien, para determinar y se ha obtenido la ecuacidn de primer orden

Va3 —1
¥

y'3= 2 — y-? dedondey’ = 1 separamos las variables e integramoa:

i — 1 1
F,—-.:Ff‘_’__.fax: 5 VB —I=a+o Oy Pyl +C0H1).

Frneontramos la constante arbitraria €, partiendo de Ja condicién de que
Ia curva pase por el punto M (0; 1), o sea, 1 = 5((2-0+ C)* + 1); €5 = 1.
Por lo tanto, la curva buscada se define por la ecuacidn

pr=22 224 1.

Resolver las ecuaciones:

624, " 2y +3)—2* = 0.

625. yy* — ¥t =0; y(O) =1, ¥y (O) =2.

=1+y2

627, yy" — y*=y*Iny.

628, y (1 —Iny}y',-i- A+hnyyt=0.

629, y" U+ =v"+ V.

630. y" =y y.

5. Ecuaciones de la forma F (¥, ¥s ¥y ¥y oy ¥ = 0) homogéneas con
'??mm 87, ¥, ¥, ey yi™). La ecuacién de la forma indicada admite la reduc-
cibn

del orden en una unidad al sustituir y'/y = 2, donde = es la nueve funcién
desconocida.

631. Resolver la ecuacién 3y'* = 4yy” + y*.

Resolucidn, Dividimos amhos miembros de la ecuacién por y%:

3 {-‘-:-)2--&."7'=1.



v vy, . ¥y,
Hacemos =—=:z, de donde T i o bien, T—s +z%  Como
resultado obtenemos fa ecuacitn

' ' dz 1
di—fz2—4z'=1. o blen —4z'=1-42z%, o sea, = Td; -
De ello, integrando, hallamos

arclg 34-—6,——2-:. o bien :=.tg(C,~%), o -UF-..—_
=lg((-'|-——:).

Integrando la wltima ecuacién, obtenemos

Inys=4 In cos (Cl—»i-)-f-ln {'s, © hien

T
7)-
632. Resolver la ecuacién y'* + yy" = yy'.
Resolucién. Aungue esta ecuacién pertenece ul tipo precedente, ella puede
ser integrada gor un procedimiento més sencillo. En la misma el | primer miembro
es (yy') en virtud de lo cual la ecuacién toma la forma (yy') = yy'. o bien

d’fy!:'i = dz. De aqui
By
Inf{yy'y==zx4+1In ¢, obien py' = Ce*, o0sea, pdy= Cye*dz.
Integrande, encontramos la respuesta definitiva:
/2 = Cye* + C,.
Resulver las ecuaciones:
633. yy' —y'*=0.
634. (y+ F) Lyt =0
= — a®.
636. = y'e y(0)=0, y (0) =1,
636a. Hallar Ia primera integral (o sea y') de la ecuacién 2yy” =
= k_l}f — g ? gue satisfaga las condiciones inmnales (=1,
¥ (0) =0

Indteacisn: efecluar la sustitucion y'* = z,

637. Hallar la curva si la proyeccién del radio de curvatura sobre
el eje Oy es constante e igual a a y el efe Oz es tangente a la curva
buscada en el origen de las coordenadas..

638. Hallar la curva en la cual el radio de curvatura en un punto
cualquiera es igual a sec o, donde & es el &ngulo formado por la
tangente en el punto respectivo con el eje Oz. La curva buscada pasa
por el punto M (0; 1) y la tangente a la curva en este punto es para-
lela al eje Oz.

639. Un cuerpo en el instante inicial se encontraba en un liquido,
se sumerge en éste accionado por su propio peso sin poseer ninguna
velocidad inicial. La resistencia que opone el liguido es directamente
proporcional a la velocidad del cuerpo. Hallar la ley de movimiento
del cuerpo si su masa es igual a m.
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§ 3 Ecuaciones lineales de drdenes superiores

1. Conceptos bisicos, Se llama ecuacién diferencial de n-ésimo orden a la
i[ua) o7 (]n Iggn}a_l_ { H+ { + a, {z} (=). (1)
yin @y (2) g™ 4 gy () B+ L g {2) ) = f (z).
Aqu[-tias iugcicms a [rs. ay (), . ..y &y (2} ;{ (¥) estin ?mifns ¥ son con-
tinuas en cierto intervalo la, bl.

La ecuacién (1} se 1lama lineal no k énea, © sea, idn con segund
miembro. Si f (z) = 0, la ecuacién se denomina lineal homogénea. La ocuacibén
lineal que tiene el primer miembro igual a la dada no homogénea, se llama corres-
pondiente a esta dltima,

C i una solucidn particular yy de la i6n lineal h &

se puede, mediante la sustitucidn lineal de la funcién buscads y = y,-\zdz,

reducir su orden y, por cnnsiguienl‘-o, el orden de la ecuacién no homogénea corres=
pondiente, en una unidad. La ién obtenida de orden {n — 1) con respecto
a z también es lineal.

: e 2 . 5

840. Se da la ecuacién ¥'"' +I¥" —y +;]:L_gy =gz y se

conoce la solucién particular y, = In x de la ecuacién homogénea
correspondiente. Reducir el orden de Ja ecuacién.

Resolucién, Valgdmonos de la sustitucién y = In 2.\ 2 dz, dondez es la
nueva funcién incégnita. Entonces sustituyendo las derivadas correspondientes

2
y‘-l— 5 zdrx—+zlnz, y"-—-—:-i— 5 sc‘x+T=+x‘ Inxz,
y"=?zs- i :dr—-g;-+-&;;—+s° Inz

o

en la ién dada, ol la ién de segundo orden

P !nx-i-zl“ ;4'3 -:’+(-:!,-—~lnt} g==z.

Nota. Sefalemos que al efectuar la sustitucién indicada en la ecuacién
lineal de segundo orden y teniendo en cuenta gue la ecuacifn liveal de primer
orden se integra en cuadraturas, se puede integrar en toda ién
lineal de segunde orden si se conoce una solucién particular de la ecuacién
homogénea correspondiente.

641. Integrar la ecuacidn y'+%y'+y=0 que tieme la solu-

cion particular p, = "w:’ "

HResolucion, Realizamos la sustitucidon u_senz' S zdx, enlonces
¥ xnosx:-senx Iy Y s sen -
2 J x
. Benz 2(xcosx—genzs) {r*—2)senz+ 2rcosr 5 oy
N g zt . r A
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Obtenemos la ecuacidn
' C,
senz-z'42coaz-r=ll, o sea, =i

Por consiguiente,

_sen:_j‘(:d:_senx sen ¥
S x

COs T
= e (Cp—Cypetg r)=Cy- —_—

x

-G -
642. Reducir el orden e intograr la ecuacidn y" sen? z = 2y que
tiene la solucién particular y = ctg x.

643. La ecuacién y" — % o 5 ;y,- = 0 tiene la solucién particular

¥ = z. Reducir el orden e integrar esta ecuacion.

. La ecuacién y" 4 (tgx — 2 ctg 2) ¥' + 2 ctg® z+y = O tie-
ne la solucién particular y = sen 2. Reducir el orden e integrar
esta ecuacion.

2. Ecuaciones homogéness lincales. Una de las propiedadea destacables
de las ecuaciones lineales consiste en sua la so[ucién general de tales scuncioms
se pusde hallar a partir de un nimero de sus En
el teorema sobre la estructura de la solucién gsnerafds una ecuacién lineal

nea.
corema. Si ¥y, Vas « o« Uy 500 oluciones particulares linealmente inde-
de la é

T

¥ 4y @y Dty (1) N+ L A (D=0,

entonces ¥ = Cyyy +.Calty + . . .+ Cplip &5 la solucidn general de estz ecuactén
1 b son fon.sl‘nnle: arbttrarl'u}
Nota. Las funciones 1 {20y wa (2)s - - o, gy (2) 8¢ llaman linealments tnde-
pendientes en el intervalo iln. 8| si no estan ligadas por ninguna identidad

Gyly + g + v 0o+ aaln = O,

donde @y, %y, ..y Gy 00 cualosqulera arh:l.rams. distintas de cero simulté-
neamente. Para el caso de dos f esta s pue tam-
bién asi: dos funciones hn {z) @ py ¢z} son lineal te i dientes si su rela-
clén no es una constante: y,/y, = const. Por ejemplo: 1) y = z* son
linealmente independlentes» 2) gy = %, yg = ¢ 800 ljnealmemte inaepeud{en-
tes; 8] n= 2:", ¥g = 5;‘* son lmsalmenlu dependientes.

if de ia lineal de n funciones, continuas
junlo uoa sus derivadas hasta el orden (n — 1) en el intervalo la, b[, es la de que
ol determinante de Wronski (wronskiane) W [y,, { + v, ] de estas funciones
no sea igual a cero en ningdin punto del intervalo ]a, b, o hien

(=) 2z} veegn(s)
¥, {z) 4] ve. by ()
L o A L R A £ )

W@ ) e )

Si las n funcionos dadas son sol I de una ibn dife-
rencial homogénea lineal de n-ésimo arden esta conchcuin no anulacién) no
&Bﬁ}ﬂ suficiente sino también ia de i neal de estas n

uciones.
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El wronskiano de n soluci de una i6n homogénea lineal de n-ésimo
orden

¥™ 4oy () DV anfz)y=0
esté ligado al primer coeficiente a, (z) de esta ecuacién por la férmula de Liouviile-
Ostrogradski:

x
—I ay(x)dx
W vy Yar conn Un)=W [y, b2y <+ oy ¥nl ],.;.'ﬂ % -
El conjunto de n soluck de una ién h énea lineal de n-dsimo

orden, definidas y linealmente independientes en el intervalo la, 5[, se llama
Ist, fund: 1 de soluci o esta ecuacidn.
Para una ocuacién dif ial homogénea lineal do segundo orden

't a@y ta@Ey=0

el sistema fundamental consta de dos soluciones linealmente independientes
¥y (z) @ g (z); su én g 1 so determina por la férmula

¥ = Cy (2} + Cays (7).
Si para tal ecuacidon se conoce una solucidn particular y,; (z), su da solu-
il Tt

cién, li pendiente con la primera, se puede por la
férmula (que es una colorario de la férmula de Liouville-Ostrogradski)
2 - E ay (%} ax
n@=n | e,
Esto brinda la posibilidad de integrar inmediat 1 iones h 5

neas lineales de segundo orden, para las cuales se conoce una solucién particular,
sin recurrir a la reduccién de sus drdenes

Asf, en el problema 641 para la ecuacifn y* -+ gy' + v = 0 se conoce la

sen T

solucidn y; (z) = -

segunda solucidn:

. Hallemos por la férmula citada anteriormente la

—2 jE
(&)= sen j‘ ¢ & dom SO0E dr _  cosz
Vs T (ssn:)f z jsen*x___ z *
T
Por eso la solucién g 1 de la i6bn dada tiene la forma

sen cos
1=C———Cr—.
Recomendamos al lector resolver por este procedimiento los problemas

645. Mostrar que y = C16* + Cye~3* es la solucién general de la
ecuacion y* — 9y = 0,

Resolucitn. Efectuando la sustitucién en la ifm, es fécil i
de que las funciones y, = r”eg, = ¢-3% gon sus soluck Estas soluci
particulares son linealmente independientes, ya que g""y, = rfg=tn = A% 4
== const, por eso constituyen un sistema fundamental de soluciones y, en conse-
cuencia, ¥ = C1e™ 4 Cye=3* es la solucién general.
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646. Se da la ecnacién y**' — y* = 0. ;Constituyen el sistema
fundamental de soluciones las funciones ¢*, -, ch x que son, como
es ficil de comprobar, las soluciones de esta ecuacidn?

Resolucion. Para probar la independencia lineal de estas ecuaciones
caleulamos el wmnsknano‘

= «= cha
Wr)=|e* —e* shzx|.
& ex chr

Este determinante es igual a cero, puesto que los elementos de las primera y ter-
cera filas son |guales

Por iente, funei dadas son lmsglmenl,e depandmnlae ¥ por
€s0 no se puede escnbl.r la solucibn general b en estas parti-
culares, El mismo resultado se puede obtener con mis mpldez. + puesto que c¢hz =

= {e¥ l— e=%)/2 ¥, por consiguienie, estas tres funci depen-

dientes

647. A la ecuacién y* — y = 0 la satisfacen dos soluciones par-
ticulares y, = sh z, y, = ch z. ;Constituyen ellas un sistema funda-
mental?

648. :Se puede escribir la solucién general de la ecuacion
Y 4 %y’ + (i i )y—O{x == () por sus dos soluciones parti-

i 1 1
culaves y' = ——-senx, y, = —=-+cosz?
x V=

649. ;Son linealmente independientes las funciones z + 1, 2z +
4+ 1. x4+ 2?

650. Responder a la misma pregunta con respecto a las funciones
0% 414, 22 =1, z+ 2.

_651._ HResponder a igual pregunta con respecto a las funciones

Vz Ve+a, Vz+2a.

652. Responder a esta pregunta, para las funciones In (2z),
In (3z), ln (4z).

3. Ecuaciones lineales homogéneas con coeficientes constantes. Se llama

ecuaciin lineal kamo?er: de n-ésimo orden con coeficlentes constantes u una fecua-
cién que tieme la forma

¥ e D hay By L any Faay =0, )

donde los coeficientes a,, a5, ..., €¢,.4, @, son ciertos niimeros reales. Para
hallar las soluciones panlcularss de'la ec.uac:dn (1) se escribela ecuacién caracte-
ristica

B @kt gkt Ltk e, =0 @)
la cual se obtlom de la ecuacién (1) sustituyendo en el]a las derivadas de la fun-
cifn b dientes de k, la_propia funcién se

reemplaza por In nmdnd La funcién {2) es una ecuacién de n-ésimo fmlto ¥ tiene
n ralces (reales o wmrlejas entre las cuales pueden haber también iguales).
Entonees la solucién general de la ecuacién diferencial (1) se comstruye
segiin el carficter de ]as ra:m de la ecuacién (2):
1) a cada raiz real simple k la corresp en la solucifn general el d
de la forma Cehx;
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2) a cada raiz real de orden de multiplicidad m le corresponde en la solu-
cién eral el sumando de la forma (C; + Caz T Crpz™=1) ehx,

a cada par de raices simples conjxngad'as mmlrle a8 & = u. +Biy
kM =qa — Bi lo cor ]p de la forma
'y (clmrlﬂztggmceswnjugadascm ejaskm u+5=yk'

= = o —
ge e[n de multiphclr]ad m le corresponde en ?‘
(] orma

d

EE[CHCoz+ o oo+ Oy 7™ ) co8 ]+

+[{C; +Ciz+ ... +Cm-12""") sen Bz],
653. Hallar la solucién general de la ecvacién y" — Ty' + 6y =
=0,
Resolucién., Esc.nbmma la ecuacitén caracteristica k? — 7k + 6 = 0; sus

raices son k; = 6. kg = | Por eonaiguienle. &%= y ¢ gon soluciones partic
lmea]mente‘ ad v la ién g 1 tiene la forma

g = Cyet® o Cpe®,

654. Hallar la solucién general de la ecuacién y!V — 13y" 4
-+ 36y = 0.

Resolucidn. La solucién caracteristica tiene la forma &4 - 13%* 4 36 = 0;

sus raices son ky, o = =3, kyy = £2, las las particula-
res li P ¥ ¥ -“ ¥ e, Por lo ta‘nto. la solucidén
general

o= 01 L Cpe® |- Cye™™ - Cpe%,

655. Hallar la solucién de la ecuacién z — x — 2z = 0 que sa-
tisface las condiciones iniciales: z = 0, 2 = 3 para f = (.

Resolucién. La ecuacién caracteristica k? — k — 2 = 0 tiene las rafces
ky = 2, ks = =1. Por lo tanto, la solucién general es x = Cye* - Cae~t, Sus-
tituyendo las condiciones iniciales en la solucién general y su derivada, obten-
dremns un sistema de ecuaciones con respecto a €, ¥ €,

{o- C1+Cy,
Fwe 201 —Cyq

de donde €y = 1, €y = —1. De zuerte que la solucién que satisface las condicio-
nes iniciales dadas tione la forma o= e — pt,

656. Hallar la solucion de la ecuacién z — 2z = 0 que satisface
las condiciones de contorno: = Oparat = Oyx = 3parat = In 2.

Re:oiuclﬁn La ec.uacwfl caractenstwa k“-— 2k = 0 tiene las raices k;, = 0,

ky=2. P a - seammheonlaformaz—cj+
4- Cpett, Sustituysndo las condici de cont em la solucid 1 hallada,
obtenemos
Cy Cy=0 ; -+ Cy=0,
CitCetm2ag Oben (oot
De dtmde €= —1, Cy = 1. De suerte que z = ¢ — 1 as la solucién
particular b que sat las \de contorno dadas.
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657. Hallar la solucién general de la ecuacién y™ — 2y" + §' =
={.

Resolucidn. La ecuacién caracteristica &® — 2k% 4 k = 0 tiene las raices
k‘, =0, kg = by = 4. Aqui 1 es raiz doble y por eso de soluciones particulares
lineal te i dientes sirven 1, ¢=, z¢*. La solucién general tiene la forma

¥ = Cy + Coe* + Cyze™.
658. Hallar la solucién general de la ecuacién y* — 4y’ + 13y =

Resol La id fstica k* — 4k + 13 = ( tiene las raices
k = 2 =+ 3i. Lag raices de la ecuacién caracteristica son complejas conjugadas
¥ por eso les corresponden Jas soluciones particulares 2 cos 3z y ¢** sen 3z. Por
consiguiente, la solucién gemeral es

y = ¢ (Cy cos 3z + €, sen 3z).

659 Un punto material de masa m se mueve por el eje Ox bajo
ls accién de la fuerza de recuperacién orientada hacia el origen de
las coordenadas v proporcional a la distancia del punto en movimiente
al origen; el medio en que ocurre el movimiento opone al movimiento
del punto una resistencia proporcional a la velocidad con que éste
avanza. Hallar la ley del movimiento.

Resolucidn. Sea :; 1a velocidad del p\mto;'é. su aceleracién. Scbre sl punto
actian dos fuerzas: la de recuperacin f; = —az y la de resistencia del medio

fy= —bz. De acuerde con la segunda ley de Newton tenemos
mz = —bx — az, o bien m.:;+ b;+u= 0.

H btenido una ibn dif ial lineal 1 2é de segund
orden. Su ecuacién caracteristica mk3+ bk 4 a = 0 tiene las raices

kp, o =(—b =V 5 =Fma)/(2m).

1) Si b* — 4ma > 0, entonces las raices son reales, diferentes y ambas nega~
tivas; introduciendo para ellas las designaciones

by =(—b+1 P—dma) (2m) = —ry, ky= —(b+ 1/ FF—ima)/Zm=—r,,
hallamos la solucién genersl de la ecuacién de movimiente en la forma
g=Cye 4 Coe ™!

{os el caso del llamade movimiento aperiddico).
2) 5i bt — 4ma = 0, entonces las rafces de la ecuacién caracteristica son

reales o iguales:

ky = ky = —b/(2m) = —r.
En este caso la solucién general de la ecuacién de movimiento tiene la
forma
z=(Cy+ Cot) e™t,
3) Por Gltimo, si b* — 4ma < 0, entonces la ecuacién caracteristica tiene
les rafces complefas conjugadas:
ky= —a B, ky=—a—P,
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donde
a=>bi(2m), P=(} Gam—05%)/(2m).
La soluctén g 1 de la i6n de movimiento tiene la forma

z = &% (C, co8 Bt + Cysen Pt} © bien =z = Ae~*'sen (Pt + g),
donds

A=V CI+C; senqye=Cy/d, cosqpm=Cy/A

(oscilaciones amortiguadas).
Hallnr las soluciones enerales de las ecuaciones:
660, y" —y' — 2y =
661, v+ 25y =0.
662. y" — y' = 0.
663. y" — 4y + 4y = 0.
654 y;v ) u + yl = 0,
665. y'V - aty = 0.
666. ylV + 5y" + 4y = 0.
Hallar 1as soluciones de las ecuaciones, que satisfacen las condi-
ciones dadas iniclales ¢ de contorno:
667. y* -+ 5y’ -+ by = 03 ¥ (0) =1, ¥’ (0) = —
668. y* —10y 4+ 25y =0, 9{0}20 y (C!}=
669. y" — 2y + 10y = 0; y (n/ )—0 Y (nf
670. Oy" + y =0; y (3n/2) = 2, ¥ (Bn 12) =
671. y’+3y -—0 y (@ =1, ¥y (0) =2
672. " + 9y =0; y(0) =0, y(n/d) = 1.
673. y’ +y=0; ¥ (0) =1; y (a/3) =0.
674. Resolver el problema 659 si 1a fuerza de resistencia del me-
dio es igual a cero.

4. Ecuaciones lineales no homogéneas. La estructura de la solucién general
gﬁ un;r ecuacién lineal no homogénea, 0 sea, de una ecuacién con segundo
embro:

Y o (DD b LA ()Y e D)y = [,

se define segin el teorema siguiente

Si u=u(x) esr una ;oiu:wn pm-ﬂcuiar dc la ecuacin no homgé‘m € b1y

Yas - -0 Un es ei'. bi nial de de €0=

la solucts gmeraldela ecuacién lineal no homogénea tiene
la forma y = u + Cyyy + Cayq -+ en ofras palabras, la solucifn
fsneral de la ecuncién no homogénea es 1g11a1 “la suma de una solucién particu-
ar cualqum‘ra de ésta y de la solncién gendral de la ecuacién homogénea corres-
pondiente.

Por consiguiente, para construir la solucién %eneral de una scuacito no homo-
génea hace falta hallar una solumﬁn Qarticulnr o sta (auponiendo ¥a conocida
la solucién general de la

Examinemos dos métodos para encontrar una solucién partwul!a.r de una
ecuacién lineal no homogénea

Método de variactén de las constantes arbitrarias. Este método se emplea para
buscar una eolucién particuler de una ecuacién lineal no homogénea de n-simo
orden, ya sea con coeficientes variables o si se la solucidn
general de la ecuacién homogénea c.nrrea ndiente.

El mstodo de vmaclén consiste en lo siguients. Sea conocido el sistema
Wiy Wy = =y y,, de la ecuacién homogénea corres-

13
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Bandlenle Entonces la solucién general de la ecuacién no homogénea conviene
uscarla en la forma

) =Cr @+ Co M ¥g + o+ Cp (2) ¥,

donde las funciones €, (z), Cy (z), . - ., Cp (z) se determinan por el sistema de
EGHIIJ.IIHIDS

( CL®) 11+ Ci () s+ -+ Ch 12) =0,

CL@ WA CIHD ¥+ .+ Ch () vh =0,

l Cot2) g0 (2) DL A Ch (1) PP =0,
Cl@ G E N b G @Y = ()

Ir (.z}Pes el segundo miembro de la ecuacmn]

ara la ecuacion de segundo orden y" + e, (z) ' + z) y = f (z) el
sistema correspondiente tiene la forma ) i) J

€1 (z) 4y + Ce (2) yp =0,
C1 () y{+Ci(z) ya= (z}.
La solucién de este sistema se halla por las [6rmulas

i g‘rf (7)dr | _{ yf=dz

Cr(=) S {v1, wa) © Cal2) S W (41 .U;j .

en virtud de lo cual u (z) se pueds determinar directamente por la férmula
r-

u(2)=—-’9’1£ ﬁj(x}dx +ys l %‘f{ﬂd’ -

(y1, ¥a) W 2
Aqui W (i, yi) esel wmnalnmo de las soluciones i, & yy.
pong , Por ejemp tu 88 requiere integ-m: 1a ecuncién
¢
v +—v +y= lg"

Para la ecuacién homogénea mrrespondienh hemos encomtrade soluciones
sen x cos 1
particulares Pr=—r—0 yy=

(véase la pag. 160); su wronskiano

1
Wi, pd=——.
Por eso u(z) se puede hallar por la férmula

cosx eigzr sen 'c'_.gx
gan x Co8 T T x
Rige J'rmr-“"f § ==

LI
esu._gs&_d —-— L ‘wszd:-
x sen x

-—“" Z[1n | tg (2/2) | +cos z]—=2

-ssn I.

sen z In | tg(z/2) |

De aste modo, u(x) ,
a#cuacién dada tiene la forma

-'5'1 5En =r+ c’_coe.t

- 4

, ¥ la solucién general de la

860 I

+—-lnitg (=2 |-
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Nota. Una vez mis presteinos atencién al hecho de que una ecuacién lineal
no homogénea de segundo orden puede ser integrada on cuadraluras si se conoce
una solucién particular y, () de la i6n homogénea correspondiente; la
solucién general de tal ecuacién tieme la forma y = Cyyy + Capg + u (2,
donde y se determina por y; con ayuda de la férmula

—Ee.(xld’x
!ra-mj' A dz

¥ u (z) se determina mediante y, e yy valiéndose de la formula citada anterior-
mente.

Método de seleccidn de una solucién particular (méiodo de los coeficlentes
indeterminados). Este método es aplicable sol te o las lineales
gie cluefti':ienlaa constantes y solo cuando su segundo miembro tiene la forma

guiente:

{ (z) = &% [P, (z) cos Pz - Oy, (z) sen Pzl

(0 és la suma de funciones de tal tipo). Aqui & y  son constantes, P, (z) ¥ Qr (2}
&on En.lmomios de z de grados n y m, mespectivamente.
a soluciébn particular de la ecuacién de n-ésimo orden

¥ eyt ag ™Dt any =/ ()

donde { (z) tiene la forma indicada y ay, 4y, ..., 3, son coeficientes reales
constantes) conviene buscarla en la forma

u (x) = z7é™ [P (z) cos Bz + Q; (=) sen Bz].

Aqui res igual al indice de multiplicidad de Ia raiz « - fii en la ecuacién
caracteristica ™ 4 a,;k"~1 4+ ...+ e, = 0 (si Ja ecuacién caracteristica no
tiene una raiz asi, bay que tomar r = 0): P, (:)3( @, (z) son polinomios comple-
tos de r de grado [ con coeficientes indeterminados, con ello { es igual al mayor
entre los numerog n ¥y m (I = n = m, o bien I = m = n):

Pyz) = Agrl + Azt ...+ Ap

Qi) = Boxl + Byal=l + ...+ By.
Cabe subrayar que los polinomios P, (:)dy Q, (z) debon ser completos (o sea,
contener todas las potencias de x a partir del cero hasta I} con cooficientes inde-

finidos diferentes para las mismas potencias do x en ambos polinomnios y en este
caso, i de la expresion de la funcién f {z) forma parte sl menos vna de las fun-

ciones cos Bz 0 sen Pz, entonces en u () es ducir siempre ambas
funciones,
Los_coefici indeterminados pueden encontrarse del sistema de ecua-

ciones algebraicas lineales que se obtienen por la identificacidn de los coefi-
cientes de términos semejantes en los miembros primero y segundoe de la ecua-
cion inicial, después de sustituir en ella u {z) en lugar de y,

La comprobacitn de la validez de la forma escogida de la soluciém parti-
cular ofrece la posibilidad de comparar todos los términos del seguudo miembro
de la ecuacitn con los términos semejanies a ellos en el primer miembro, apare-
cidos en éate despuéds de la sustitucién de w (x).

5i el segundo miembro de la ecuncidn inicial es igual a la suma de algunas
funciones diferentes de la estructura examinada. entonces, para huscar la solu-
cién particular de esta ecuacion hace falta utilizar el teorema de superposicidn
de soluctones: hay gue hallar las soluciones particulares correspondientes a los
sumandes del segundo miembro, tomados por separado, y tomar la suma de ellas,
que es precisamente la solucidn particular de la ecuacién inicial (o sea, de la
ecuacion con la suma de las funci cor dientes en el do miemb

p

' o).
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Nota. Los casos particulares de la funcidn  (z) de la estructura examinada
{con la presencia de Jas cuales en el segundo miembro de la ecuacién es apli-
cable el método de seleccion de una solucion particular) son las funciones siguien-
tes:

1) § {z) = 4™, A es constante A{a =+ Bi = al.

2} f (z) = A cos fix + B sen P, ¥y B son constantes {o -+ fi == Pi)-

3) f(z) = P, {z) {un polinomio de grado n) {a + Pl = 0}

&) [ (2} = Py (z) & {o 4+ fil = a}.

5) f (2} = Py (z) cos fiz 4 Op, (2} sen Pz {oc + Pl = Pi).

6) f () = ¢** (4 cos Pz 4 B sen Pz}, 4 v B son constantes.

675. Hallar una solucién particular de la ecuacién y" = 2y' —
— 3y = ¢'* que satisfaga las condiciones de contorno ¥ |iojne =
T 1\ ¥ lem2ne = 1.

Resolucién. La ecuacidén caracteristica k* — 2k — 3 = 0 tiene las raices
ky = 3, ky = —1. La solucidn general de la ecuacién homogénea correspondiente
88 y = ¢ - Cye. La solucién particular de la ecuacifn inicial conviene
buscarla en la forma u = A#4% (puesto que en el segundo miembro no hay seno
ni coseno, de coeficiente de la funcidén exponencial sirve el polinomio de grade
nulo, o sea, l=n =10,y 7= 0, ya que o = 4 Do es una rajz de la ecuacién

caractoristica).
Por lo tanto,
—3dn = det™
4 =2 u' = 4delx
1] u"=164e4x
u"—Qu' —Ju =5 dets = £1%,

De este modo, 4 = /5. Por consiguiente, la solucién general de la ecua-
cibn dada

= Cl'”'l“ca'""f“é-*“.

Para hallar €, y €, valgdmonos de las condiciones de contorno:

CF eI p L M2y, 8C, 45 Cytp=1.
i o hien 1 256
Cls“ '"2+C¢'21“2+Te“"2=i. 5¢C1+Tc‘+‘.§-=1_

De aqui, C,=—481/800, C,=652/75. De suerte que
i 652 491
Y= T e R e,

876. Integror la ecuacién y” + y* — 2y = cos z — 3 sen z, para
las condiciones iniciales y (0) =1, ¥ (0) = 2.

Resolucién. La it teristica k* + k — 2= 0 tiene las raices
ky=1,k=—2% Eor eso la solucién general de la ecuacitn homogénea es
y = Cie=®* 4 Cye*. La solucién particular de la ecuacién no homogénea hay
que buscarla en la forma de

u=Acosr+ Bsenaz
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Ten el caso dado & = 0, § = 1, @ 4 Bt = 1; puesto que en la ecuacién caracte-
ristica no hay una rafz asi, entonces r = 0. m = n= 0y, por consiguiente,
también =0

Por lo tanto,

-—2
i
1

= Acosz-{Bsenz
we=—Asenz+Bcosz
we=—dAcosxs—Bsenz

+

w4 u —2u=(B—84)cosz+ (—38 — A)een zr em cos z — 3 500 2.
De este modo, tenemoa el sistema
B—34A=1,
3B+ A=3,
Por consiguiente, la solucién general de la ecuacién dada tiene la forma
gy = Cye~ o Cye® - sen =z,
Hallamos €; ¥ Cy, utilizando las condiciones iniciales:
Cy-894 Cyre04-sen0=1, C1+Cy=1,
{ 20} Cye® 4 cos0=2, © DieD { —20,+Cymi.
De aqui £, =0, €3 =1, 0 sea, y==e'+sen=

677. Integrar la acuuclﬂn — y' = ch 2z, siendo las condicio-
nes iniciales y (0) = ' (0) = 0

osea, A=0, B=1.

Resolucitn. La 16 teri '-nl'cs-—k—Otimlaaniceakl-O.

= lucié 1 de la es y = Cy + Cye*. La

uo ucién partu:ular do la scuacién no homogénea en eal.e caso se pueds huscar en
1a forma de u = A ¢h 2x 4 B sh 22. Derivando y yendo en la

inicial, obtenemos:
0|u =Ach2z+FBsh2z
—1|u'=24sh2z+42Bch2z
1| u" =44 ch 22445 sh 2z
u* — i’ = (44 —25) ch 22+ (48 —24) sh 2r = ch 2z,
De este modo,

4

{ 4A—2B=1 4 45 p_ipp

—244-4B=0;
Por lo tanto, la solucién genoral tiene la forma
¥=Ci+Cafch 2etsh 22
Para hallar ¢, y C, utilizamos las condiciones iniciales:
€14 Cy-e0-+ 5 B0+ sh 0=0, Ci4C=—1,
2 i o0 bien i
Cye+ 5 sh O+ ch 0=0, Catg=0.
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Por consiguiente, €; = 0, C; = —1/3. De suerte que la solucidn particular bus-
cada tiene la forma

y‘-_---%— e’—i—%-ch 2z4- —;-sh 2z,

Nota, Conforme a la teoria general deberiamos re?resentar el segundn
miembro de la ecuacién dada en la forma (£/2) (2* + e-*#) aplicando ademds
¢l teorerna de superposicion, o sea, buscar E;or separado las soluciones eorrespon-
dle::‘wg 2 los sumandos (1/2) ¢8% y (1/2) e=** del segunde miembro. Nos hubiese
quedado:

para (1/2) e2: o = 2, B = 0; ¢ + fi = 2, r = 0, n = [ = 0; por lo tanto,
uy () = A ™ 3

fura (1/2) e~ gy = =2, By=0; oy + Pt = -2, r=0 my=4L=0;
por lo tanto, u, {z) = Bye~2*.

Por eso la solucién particular conviene buscarla en la forma de

u (z) = uy (2) + ny (z) = 448*% + Bye~?*,

pero
Aye™ + Bye- = A, (ch 2z + sh 2z) 4 By (ch 2z — sh 22) =
= (4; + B;) ¢h 2z + (A; — By) sh 2z = 4 ch 2z -+ B sh 2z,

Hemos buscado precisamente en esta forma la solucién de la ecuacién dada.

En general, cabe sefialar que al aplicar el método_de seleccién de una solu-
cién particular, esta Gltima siempre es buscada en la forma de una funcién
con igual cstructura que el segundo miembro de la ecuacién dada, pero conve-
nientemente completada por sumandos y factores adicionales para la
posibilidad de que los términos aparecidos después de 1a sustitucién en el primer
miembro. de la ecuacién se identifiquen con todos los términos (semejantes
a ellos) del segundo miembro.

678. Resolver la ecuacién y" — 2y + 2y = 2°

Resolucidn. La ecuacifn caracleristica k* — 2k + 2 = 0 tiene las raices
kyg=1+ £y por eso la solucién general de la ecuacién homogénen es y =
="¢% (Cy c08 -+ Cy sen z). La solucidn particular conviene buscarla en la
forma u = Az -+ Bxr + C (en el caso dado @ = 0, p = 0; & + B{ = 0; puesto
%uo en la ecuacién caracteristica no hay una raiz 0, entonces r = 03 n = I = 2).

o

suerte gue
2|u =Ar?4-Bx4-C
+ | —2|u'=24z+8
1lu"=24

w20’ - 2u=24224 (2B —44) 2+ (20 —2B+424) = #".

De agui,
24=1, 2B—44=0, 20—2B+24=10,

oses, d=1/2 B=1, C=1/2,
Por consiguiente, la solucién general de la ecnacién inicial es

¥ = €¥ (Cy cos z + Cy sen z) + %Iz +1)=
679. Resolver la ecuacién y" + y = xe® + 2=

Resoluctén. La ecuacién caracteristica &* + 1 = 0 tiene las raices kyq =
= iy por eso la solucién g ldela ion homogénea es y = €y cos z +
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«} €, sen z. Sirviéndose del principio de superposicién, la solucién particular
de 1a ecuacién inicial conﬂgne hLll’mrla en la forma u = uy 4+ uy = {Ax -+
+ B) e 4 Ce= (tonemos para ty: fy () = 2%, 0y = 1, By = O; oy + Bl = 1;
puesto que no hay una raiz asi, entonces ry = 0; n = I = {; para uy: f; (z) =
=2 gym A, By Ot Gy Byl = =dj ry o= my = Iy = O)

De suerte que

1|n =(ds+4B) e*4-Ce=
0)u' = Aex+ (Adz-} B) e*—Ce~®
11| u"=246%4 (4t B) X4 Ce=

't ue=2dce* L (A4 28) 5+ 200 % m xeT + 2emF,

+

De aqui
2A=1, 24+28B=0, 2(=2, osea, A =1/2, B= =12, C=1.

Por consiguiente, la solucién general de la ecuacién inicial es

yr=0C,cos x4+ Cys0n z+—12—(:- 1) e* 4 o5,

680. Resolver la ecuacién y"' + y" — 2y’ = x — &~

Resolucién. La ecuacidn caracteristica k® -- k* — 2k == 0 tiene las raices
k=0, kym= 1, kym= —2 ¥, por eso Ta solucién general de la ecuacion homogénea
@8 y = O + Cye® + Cye-**_ Buscamos la solucién particular, valiéndonos del
principio de superposicién, en la forma u == uy + uy = x (Az + B) + Cxes.

Por lo tanto, tenomos:

0| n ={dr+4-B) 24 Czex
—2i u'=24x4 B4 Cex Caax
1| u*= 244 20654 Crex
| 4]lu"=3Ce*+ Crxex
u* b u"—2u = —4Ar (24 —3B)+ 3CeT = z—%,
De aqui ~—44 =1, 24 - 2B =10, 3C = —1, o sea, A= —1il§, B=

= —1/4, { = —1/3, Por consiguiente, la solucién g de la ibn inicial
a8

+

1 1
y=Cy+Cye* + C,e'“——; z (z—|—1)-—~-§- Te®,

681. Hallar la solucién de la ecuacién ¥* + y = 3 sen z, que
satisface las condiciones de contorno y (0) + ¥ (0) = 0, y (x/2) +
+ ¥ (n/2) = 0.
Resoluctén. La ecuacién caractoristica * 4 1 = 0 tiene las raices k4 =
= ={ y por eso la solucién general de la ecuacién homogénen es y = €, cos z +
+ €y sen r. La solucién particular conviene buscarla en la forms uw =
= z (4 cos x + B sen z) (en el caso dadoa =0, f = i, a 4- fi = i; como i es
una raiz simple do la ecuacifn caracteristica, entonces r = 1; m = n = [ =0).
Por lo tanto, tenemos:
1|u =(Acosz+Beenz)-z
Ofu' =(—Asenx+ B cosz)4(d cos x| Fsenx)
1|u"=2(—Asenz4 Beosa)(—Acosr—Bsenz).x

u"+u=—24senr+2Bcogr = Jsen z.

-+
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De aqui —24 = 3, 2B =0, 0 sea, 4 = —3/2, B = 0.
Por consiguiente, la solucién general de la ecuacién inicial es

y=Cyconx+4Coaenz— 3

T T CO8 T,
Hallamos las constantes €y ¥ Cy, utilizando las condiciones de contorno.
Tenemos
Cysenz+Cyeconzt 3 z gen x—icm:
b =—L;5e [ R T 7
¥y luego
e clmn+c,seuo_— O-cos 0=0Cy,

¥ (n>=_clm0+c,cosu+—-n-mai cos0=Cy — o

n
y( 2) Clcns—

7 ..C,senT -2- cos-f__c,,

( )——C, sen-—-|-C,casT-i--f--z—sen?—-ﬁ-cas-é—_m—C,+-z-::.
De este modo,

yO+ @ =0+ Cp—32=0,

y (n/2) + ¥ (nf2) = €3 — €, + 3nlh = 0,

de donde obt o] sist de i
Cy+Ca=3/2,
Cy—Cq=3n/4,

resolviendo el cual hallamos €y = 3 (2 + =)/8, C.

ue la solucién de la ecuacién inicial que satisface

adas tiene la i‘orma

= 3 (2 — n)/8. De suerte
iaa condiciones de contorno

gr-*-s- [(n—+2) cos g— (m—2) semn :]——g—: ©O8 T,

681a. Hallar la soluciéon de la ecuacién y” + 6y’ + 10y = 80
= 80¢* cosx que satisface las condiciones iniciales y (0) = &
¥ () =

: 4
Resolucidn: la er.uaclﬁn caracleristica k® + 6k + 10 = 0 tiene las raices
i,, = —3 3 Ecy solucién eral de la ecuacién homogénea y = ¢* X
X (Cyeosz -+ Cysenz). La lucién particular la buscaremos en la forma
u= a‘{Aeoa:-!— B sen x).
Por lo tanto, tenemos
0] u=ex(dcosz+Bsenz)
+| 8| w=e*{(dcosr+Boenz—Agenz-|Bcosz)
1 r

u"=e® (—24 sen z+ 28 coa x)

u® + B’ 4 40u == [(164 +8B) cos v -+ (168 —84) sen x] = 80c* cus =
De ai;{ui 1&4-1-33—30 183—-

=0, 08084d4d=4§ F=2.
.general de la ecuncidn inicial y = ¢ X
b3 (f..’;eo@.t-i- C,aen.t)+2ﬁ°(2ws:+aen:
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Las constantes C; ¥ Cy las encontraremos, utilizando las condiciones inlcia-
les. Tenemos
¥ = e (—3C,cosz — 3Cy 880 x — €y zen z 4 Cy co8 z) +
+ 2e* (3 cos £ — sen z)
¥y luego
¥y () =Cy44=4d }
Y (0)=—3C;4Cy+6=10 J* de donde C;=0y C;=4.
De suerte que 12 solucifn de la ecuacitn inicial que satisface las condiciones
iniciales tiene la forma

y = 4e~% sen x + 2¢* (2 cos z + sen z).

682, Hallar la solucién de la ecuacién y” + y = 1g z, que satis-
face las condiciones de contorno y (0) = y (n/6) = 0.

Resoluctén. La scuacién caracteristica &? 4+ 1 = O tiene las rafces kg =
= =i ¥ por eso la solucién general de la ecuacién homogénea es y = C; cos z 4
4 € sen z. Por ¢l métode de coeficientes indeterminados no se puess buscar
1a solucién particular [la funcibn f (z) a distincién da la anterior tiene otra estric-
tura] ¥ por eso utilizamos el método de variacién de las constantes arbitrarias.
Buscamos la solueién de la scuacitn en la forma

y= € (z) cos z + C, (x) sen =,
:londa las funciones C; (x) ¥ Cy (z} e8 necesario encontrarlas del sistema de ocua-
ones
C!(z) gy +CL (z) g =0 { Ci(2) cosz+4-Cj (z) sen z=0,
Ci (=) yi+Ci{z)ya=[{z), o bien —Ci{z)senx | Cy(z)cosx=1g z,

Resolviendo este sistema, obtememos Cf {z) = —sen® zfcos z, Cj (z) =
= sen z, de donde

n? n
Cy (2) = — j e drqA=sens—Intg (%+T) 44
Cq (z) = —cos z + B.
{En vez de la lucibn de este si sa puede utilizar las férmulas citadas
en la pig. 166).
De este modo, la golucidn g 1 de la ién inicial es

y=Acosz+Bsenz—cosz-Intg (-;-+-—2-) ¥

donde 4 y B son las constantes arbitrarias que se han de determinar de las con-
diciones de contorno:

A cos0+4 B gen 0—cos 0. In tg (n/4) =0,

A cos (a/8)+ B sen (7/8) —cos (n/6) In tg (/3)=0.
De aqui 4 = 0, B = (|/3/2) In 3. Por consiguiente, la solucién que satisface
las c%ndiciones! de contorne dadas tiene la forma

f§ x n
y=J2— In3senzs—cos=z Intg (-2— +T) :

683. Una cadena homogénea que cuelga lihremente de un gancho
se desliza de éste por la accién de la gravedad (se puede despreciar el
rozamiento). Determinar cuénto tiempo tardard toda la cadena en
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deslizarse del gancho, si en el instante inicial por un lado del gancho
habia 10 m de cadena y por el otro 8 m, la velocidad de la cadena es
igual a cero.

Resolucidn. Sea ol peso de un metro lineal de cadena igual a P N. Designe-
mos por = la longitud {en m) de la parte mayor de la cadena que cuelga del gan-

cho pasados ¢ s des‘;lués del inicio del movimiento. Al centro de gravedad se
aplica una fuerza F = |z — (18 — z)] # N. La masa de la cadena es igual

a 18P/g kg, su aceleracién es de z m/s?. De suerte que Jegamos a la ecuacitn de
movimiento del centro de gravedad de la cadena:
-I;— Pie(la—18) P, o bien i—f z=—¢.

Esta ecuacién se debe integrar para las condiciones iniciales: z = 10,
=10, para t=10. _

Las raices de la ecuacién caracteristica ky,3 = -1/ 2/3; la solucién parti-
cular de Ia ecuacién no homogénea conviene Viiscarla en 1a forma de u = A.
Después de efectuar la sustitucién en la i6n hallamos 4 = 9. Abora bien,
1n solucién general iiene la forma

zaCyet VAR L0t VE8 1y,
Utilizando las condiciones imiciales, obtenemos
{ Cy+Cy+9=10,

%(ci—c.;- 0,
de donde € = €y = 0,5. Porlo tanteo,

r=(et VES Lot VER) 24 9 04oh (1} 2/9).

El tiempo que tarda toda la cadena en deslizarse se determina de la condicién:
r=18 para t= T, Por consiguiente,

Ve T Y8 ,~T Vi
18=9¢h (131/—“), o bien LT T g,

z
Despejando T en la btenida, amos
P> a4V R 2T s

Ve

Resolver las ecuaciones:

684, y" — 4y + 3y =6 y(0)=3, ¥y (0) =90.
685. y" — 8y + 16y =& y(0) =0, ¥y (0) = 1.
686. y* — 6y’ + 25y = 2sen x + 3 cos x.

687. y" + y = cos Ba; y (W/2) = 4, y (n/2) = 1.
688. y" — by’ + By = 32 + 2z + 1.

689. 2" —y =1 y(0) =0, ¥ (0) = 1.

690. " + 4y =sen 2z + 1; y (0) = 1/4, ¥ (0) = 0.
691, y" — 4y’ = 2sh 2z,

692, y" 4 4y = cos 2z; y (0) = y (nfd) = 0.

693. y" + 3y — 10y = ze~,

174



694. y" — (@ + B) ¥’ + aPy = ae* + befr,

695. y' —y =zcos’z

696. y" — 9y' + 20y = %

697. y”—g=2shx:y(0)=0'_y'(0)=1

698. y" — 4y = ch 2z.

699. " — 2y' cos ¢ + y = 2 sen x cos ¢.

700. ¥" — 2y + 2y = ¢*sen z.

701. y* + 92 = 2 sen x sen 2z; ¥ (0) = y (n/2) = 0.
701a. y" — 4y’ + 8y = B4e*™-senz; y (0) =0, ¥ (0) = 4.

702. Mostrar que la solucién general de la ecuacién diferencial
y" — m?y = 0 se puede representar de la forma y = C, ch mz
+ C, sh mx.

703. Mostrar que la solucién general de la ecuacién diferencial
y* — 2y’ -+ (@* — p*) y = 0 se puede representar de la forma
y = e* (C, ch fx + C, sh fx).

704, Determinar la ley del movimiento de un punto material de
masa m que se traslada por una recta hajo la accién de la fuerza de
recuperacién orientada hacia el origen de la lectura y directamente
proporcional a la distancia del punto al origen de la lectura, si el
medio no ofrece resistencia pero sobre el punto actia una fuerza
externa F = 4 sen wf.

En los problemas 705—708 aplicar el método de variacién de las
constantes arbitrarias: '

705. y* + y = 1/} cos 2z.

706. 3" -+ 5y + 6y = 1/(1 + &*).

707. ¥" + 4y = ctg 2a.

708. y" cos (z/2) + (1/4) ¥ cos (z/2) = 1.

709. Resolver el problema 683 teniendo en cuenta el rozamiento
de la cadena contra el gancho, si la fuerza de rozamiento es igual al
peso de 1 m de cadena.

Indicacidn: 1a ion de movimi del centro de gravedad de la cadena
tiene la forma

1,
13%:33—(13—:} g—g-1.

5. Ecuselén de Euler. Una ecuacién lineal de coeficientes variables
que tiene la forma

ahyt™ 4 agettytnh L g ey o agy = f (@) 1y
o, en forma més general,
(az + BY™ pi™ + oy (az -+ b)m-2 yv=b 4, .,
+ poylaz + B ¥’ - apy = f (2) (2
38 llama ecuacién de Euler. Aqui los a; son coeficientes constantes. Con ayuda
de las sustituciones x = ' para la ecuaciém (1) y axr 4 b = ¢ para la (2),
ambas se transforman en ecuaciones linsales con coeficientos constantss.

710, Resolver la ecuacién z2%" — ay' + y = 0.
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Resolucién, Haciendo r=ef, o bien t=1nzx, de donde %:%r:r‘.

obtenemos
oy _dy -,
Ve R
g - d: = e .
Vi=ep ety o= (pet)jert = (y—y) e
{connotamos con puntos la derivacién respecto a t). Ent la ién inicial

tendré la forma
Mgty —g)—etee-ty+p=0, obien y—2y+y=0.
La ecuacién caracteristica k% = 2k -+ 1 = 0 tiene las raices &, = ky = 1.
Por consiguiente, la solucién general es
y={Cy+4 Cytye!, o bien y=(C;- C;lnzx)=x.

711. Resolver la ecuacién (4x — 1)3 p* —2 (4 — 1)y + 8y =

Resolucibn, Tomamos 4z—1=e¥, entonces c‘xa-qi-el dt, —::?=4¢“. De
aqui

o TR R g Lsipen
Y -— ds_ir -y Y =16e"Y(y—y).

La ecuscién inicial adopta la forma
1863 e=3 {j — ) — §+2etset.3 4 By = 0, 0 bien
-+ y=0
Le ecuacifn caracterfstica 2k* — 3k + 1 = 0 tiene las rajces &k, = 1, ky = 1/2,
Por guiente, la solucién general es
y=Cyet-Cyetl, o bien y=C; (dz—1)4-C, ViE—1.

712. Resolver la ecuacién y" — zy’ + y = cos In z.

Resoluctén. H z = of, ent £=qu,§—;=£=s",porcon-

siguiente, y’ = yret, ¥" = (y — y) e¥, La ecuacibn dada adopta la forma

T2+ g=cost.

La solucién general de la itn hom g8 68 y = (£ + Cyt) ¢! ¥ la solu-
cifn particular de la ién no homog wnv?m huiculn'an a forma de

u= A coat+ Bsent. Entonces

—2| w'=—Aseni4Bcost
1] v*=—Acosi—PBseni

+

{] u=Acost} Baent

u'—2u' = —2B coat—2Asen t = cos1,
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de donde B = —1/2, 4 = 0. Por lo tanto, la solucién general de la ecuacisn
inicial es

y=(Cy-Cat) s‘—fi sent, o bien y=(C;+C;lnz) x—-%san Inz.

Resolver las ecuaciones:

T13. 2%" — ay" + 2y = 0.

4. 2*y" — 3zy’ + 3y = 3 In?z.

5. 2°%" 4+ zy" 4 y = sen (2 In 2).

6. 2" + 32y’ +y =1z y () =1,y 1) =0.
7. 2%y — Bzy' + 4y = 2%2, y (1) = 1/2, y (4) = 0.

§ 4. Infegracién de ecuaciones integrales con ayuda
de series
1. Aplicacién de las series a la resolucién de las lones diferenclal

En algunos casos, cuando la integracién de una ecuacién diferencial en las fun-
ciones el tal i ible, se busca la solucién de tal ecuacién en forma

@3 1mp
de uma serie de potencias

9= 3 Calfr—zyn,
n=i

. Los coeficientes indeterminados €, (=0, 1, 2, ..) se encuentran sus-
tituyendo la serie en la ecuacién e igualando Jos cosficientes de potencias iguales
de la diferencia 2 — x;, en ambos miembros de la igualdad obtenida, Si se
hallar todos sus coeficientes, entonces la serie obtenida determina la solucién
en toda su regién de convergencia.

En los casos en que para la ecuacién y' = f (z, y) se necesita resolver el
problema de,Canchy con una condieién inieial y | 2mg, = Yo 18 solucién se puede

buscar con ayuda de la gerie de Taylor:

S i,
y= 2 R {z =)™,
el
donde y (xg) = pg, ¥’ (2} = (20, ¥ ), en adelante las derivadas y(™ (z;) se
determinan por |a“derivaci6n .megaiva) de la ecuacidn inicial sustituyendo en el
resultado de la derivacién a z, y, ¥', ... por los valores de z,, ya‘d“‘f de
todas las demds derivadas sucesivas halladas. Avidlogamente, con aynda de la
seris de Taylor se pueden integrar también i de 6rd superiores.
718. Integrar la acuacién y” — z%y = 0.
Resoluctén. B la solucién de esta ién en la forma de la serie
y=GC+ Gz 4+ 0+ i+ G2+ ...
Sustituyendo y e ¥* en la ecuacién inicial, emconiramos
[244€, + ¥e20sz 4+ 430 + ... F e+ 2) (0 1) Cpppz 4+ .. ] —
=20+ Cr+Ct oo Cps® . L =0,
Agrupamos los términos de iguales potencias de =

«
240, 4320527+ 3| [n+ ) (n+3) Cpyy—Cpl 273 =0,
n=0
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Igualando & cero todos los coeficientes de la gerie oblenida (para que la ecua-
citn ge convierta on identidad), hallamos:

Ca=Cy=0; Cnye= (h=0,1,2 ..

— Cun
(n+3) (n+4)

La (iltima relacién permite hallar sucesivamente todos los coeficientes del desa-
rrolio buscado (€, y €, siguen siendo arbitrarios y desempefian el papel de
constantes arbitrarias de integracién):

¢ uz_ﬂ,__.ﬁo_“__.~ Copay el .
4 378 ... @k—1).4k > CMMTEEED L. Gk (k1)
Conre=Curyps=0 (k=0,1,1,2, ...},
De este modo,

2k kel

v=60 3 FETE @ T 2 T e

Las series obtenidas convergen en todo el eje numérice y determinan dos solu-
ciones particulares linealmente independientes de la i6n inicial.

Con ayuda del desarrollo en serie de potencias de z integrar las
ecuaciones siguientes y definir el campo de existencia de la selucién
obtenida:

M9, y + a2y =0.

720. y' =z — 2y; y{0) = 0.

Indicacién: en virtud de la condicién inicial hacer Cq = 0.

2. y' 4z 4+ y=0

722, ' —xy — 2y =0

723,y 2y =0; y(0) =0; ¥ (0) =1.

Indicacién: en virtud de las condiciones iniciales hacer €y = 0, €, = 1.

724. Integrar aproximadamente con ayuda de la serie de Taylor
la ecuacién ¥ = z* + %, ¥ (0) = 1, tomando los seis primeros tér-
minos del desarrollo, distintos de cero.

Resolucién. A partir de la ecuacién y de las condici iniciales hall
¥ (0) = 02 12 = 1. Darivando la ecuacién dada, sucesivamente obtenemos

=224y, yi=24+20+200, Y =6y 4 2w,
gV =y By 2wtV

Haciendo z == 0 y utilizando los valores de y (0) = 1, ¥ (0) = 4, encontramos
sucesivamente: y* (0) = 2, y" (0) = 8, ¥V (0) = 28, ¥ (0) = 144. La solu-
cién buscada tiene la forma ]

z 2z8 |, 823 2Bzt | 144z
i i e i i TRaE

725. y" =z 4+ y*, y (0) =0, ¥ (0) = 1. Hallar los cuatro pri-
meros términos (distintos de cero) del desarrollo.
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Resoluctén, Derivando la ecuacién y* = z -+ ?, tenemos
=442y, vtV =2ut + 2ye, gV = 2y - By,
vV = 2™ 4 8TV gy
Para z = 0 obtenemos

YO=0 Y@ =1, y@O=0 yO=1 T @O=2
¥V = 0, V(o) = 6.
Lo solucién tiene la forma

. % 2z | Bz _ 2 mi 2
v=gtyrt—gg et =2yttt

726. y' = 2’y + ¥%, y (0) = 1. Hallar los cuatro primeros térmi-
nos gistlntos de cero) del desarrollo.

727. ¥ = z -+ 24, y (0) = 0. Hallar los dos primeros términos
(distintos de cero) del desarrollo.

28. y" — 2y* =0, y (0) =1, ¥ (0) = 1. Hallar los cuatro pri-
meros términos (distintos de cero) del desarrollo.

729. y' = 2z — y; y (0) = 2. Hallar la solucién exacta.

730. ¥y = y* + x; y (0) = 1. Hallar los cinco primeros términos
del desarrollo.

By =2 —1)y—1; y(0)=0, y (0) =1. Hallar los
¢inco primeros términos del desarrollo.

2. Ecnaclones de Bessel, Una ecuscidn diferencial lineal con coeficlentes
variables

2"+ xy A (2 — Ay = 0 () = conat) 1)

se llama ecuacién de Bessel (86 reduce o la misma forma Ia ecuacién 22" 4 ' +
+ (m¥z® — A%) y = 0 efectuando la sustitucibn mz = ),

Buscamoa 1a solucién de la ecuaci6n [zl) en la forma de una gerie de potencia

generalizada, o sea, en la forma del preducto de cierta potencia de z por la
serie de potencias:

p=2" (gt mz+amt 4. )= 3] apatth. @
A=0

Sustituyendo la serie de potencias generalizada en la ecvacibn (1) e igualando
a cero los coeficientes de cada potencia de x en el primer miembre de la ecua~
cién, ohtenemos el sistema

zr (,-2_};3). = 0,
2 [l 1) 2] 0, =0,

Teniendo en cuenta gue a, = 0, hallamos del sistema dado r; 4 = 4-}. Sea
rn=~"aE e la_segund i6n del sist hallamos a; = 0 'y de la
ecuacidn [(r - ¥)* — A} ay = —ay_q, asignando a k 10s valores d:’B, LR e
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sacamos la conclusién de que ay = &, = a; = ... = 8444y = 0. Para los

coeficientes con numeracién par obt e Jas exg
Pop—— .. | s —ay dy
@y “TEEAd T Brhe+a ey T
_ —agg—2 s . @y
e Py S Gk S 7% O NN Y WA N et

Sustituyendo los coeficientes hallados en la serie (2}, obtenemos la solucién

g [1_ z* S
n=cs" | \—gmryt SIEmII G TD
28

BT S 5 e T e v J=

S (—t)h 24
“”“'Eﬂ IRE] (A1) (A1 2) .. (hTR) ?

donde el coeficiente a, sigus giendo arbitrario.
Para ry = —A todoa los coeficientes a) so determinan andlog, te sdlo

en el caso en que A no es i%ua] a un nfimero entero. Entonces la solucién se puede

obtener sustituyendo en la solucién precedente y, {z) la magnitud A por ——i:

Fn zt

Y
Uy (7) = agx [1 S — o2} } 2.4 [—2h+2) (—2h+4)

2 £ .J_
246 (=2hF 2 (—2A-+4) (—2A+6) T (5

= (—f)h g~ M2k
=""§U PP g ey 7 i ey oy

Las series de potencias ebteni gen para todos los valores de = lo que
26 determina fécilmente baséndose en el criterio de d’Alembert. Las soluciones
ps (2) @ yg (z) son linealmente independientes, ya que la relacién entre ellas
no es constante. g

La solueibn yy (z) wultiplicada por la constante ay = m

funcién de Bessel (0 funcién cilindrica) de orden A de primer género y se designa
por ol simbolo J, (z). La solucién yy se deeiﬁs por J_; g:).

Por consiguiente, la solucién general de la ecuaciéon (1) cuando A no es
{gual a un nimero entsro tiens la forma

¥ (&) = Cofy, (=) + Cod oy (),

donde C; ¥ €, son constantes arbitrarias.
En la seleceitn universalmenta adoptada de la constante a, participa la fun-
cién gamma P (A + 1), definida por la integral impropia (véase la pég. 41):

@8 llama

rmuj e gz (=-0),
1]
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Se puede mostrar que para A igual a la mitad del niimero impar la funcién
Bessel se expresa 'por funciones elementales, ya ?ue en este caso la funcitn gamma
que forma parte de la definicién de la funcién de Bessel

1 < —jh. g _
he=xrorn 'Eﬂ AR+ T ... O D

< (=1 z \M+2h
=2 HTOTrFD (T) ’
k=0
[el produgto N+ 2 T(R+1 tituido, conforme a la
prcgied:cf dela g-nezﬁ(égamr)na por I‘ {x l 3 (-I--"l.)] )t::fa lmal v‘:loreu siguientes:

(4 )=j¢-« :—mazmzj ~ams LE_yz

(aguf se utiliza el valor de la integral de Poisson):

(3)=r (1+4)=4r($)=va
($)=r (1+3) =2 (3)=2-4vR
5 8 1

P(3)=r (3544 vE

I-“ara A = n (natural) la funcién de Bessel J, sa puede escribir brevemen-
te asi:

o (—1)k 2k4n (= 2hin
In “’ihﬂ AT mtea1) ('.s') Z H (a3 1 (";‘) i

Para una A pegativa y entera la soluci6n particular no se puede expresar
mediante la funcién de Bessel de primer género y conviene buscirla en la forma

Ky (2)=Jdp (2)- 10z 4z 2 byah,
he=lr

Suslituyendo esta ex; 6n en la ién {1), los coefici
tes by. La funcién X, (z) multiplicada par cierta oonstants se llama funcién
de Bessel de n~ésimo orden de segunde género.

732. Hallar la funcién de Bessel para A = 0.
Resolucidn. Valifndonos de la igualdad

(—1)k 2n+1
J‘(")“E k[I‘(likqi ( )
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para A = 0 obtenemos

Jo (z)e=m i e ( )2* Z (—r-atk_

KU+ &h. k| El

f 1)k. z2h z=+ i o i
_2 - (k2 T W (v S o LA

733. Resolver la ecuacién z%”" - zy’ + (:c’—%) y=0.
Resolueisn, Como % = 4/2, la solucién general de la ecuacién tienc la
a

y=CyJyy+Colypsy

donde
1 E al 8
"f‘l‘”mr(s) [t s rraasat =
s 3
. i z* _y/ 2 senz
“vE vl arr )=V F
Procediendo del mismo modo, obtenemos J_yf, = %% . Por consi-
z

guiente, la solucién general
y-]/% (1560 2+4C4 cos 7).
734. Hallar J, (z).
735. Resolver la ecuacién z?y” + zpy’ - (.-p’—-g-) y=0.

736. Resolver la scuacibn 29"+ zy’+ (x’—%) ¥=0.

§ 5. Sistemas de ecuaciones diferenciales

» Shitema normal de ecuaclones diferenciales. Bl sistema de ecuaciones
dl.tmnoinlas que tienen la forma

f::[ ——=flt 5. Ty ooy 2n),

Loty s

a
SE=fnt Tt ey oo )

ponde z;, Z,, . . ., =, s0n las funciones incégnitas de la variable independiente ¢
se lama sistema normal.
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5i los segunrlos miembros del sisterna normal de las ecuaciones diferenciales

son f pecto & 2y, Tg, + . . T, el sistema de ecunciones linea-
les so llama Ibuu!

A veces el sistema normal de i dif iales puede reducirse a una
sola ecuacién de n-fsimo ordan que mnﬁene una gola funcibn incdgnita. La
reduccién del sisterna | a'una sola uede ser alcanzada derivando

una de las ecuaciones del sistema v eliminando todas las incognitas a excepcin
de una de ellas (el llamado método de el:mlnacﬂin)
En al casos, combinando las i d és de trans-
formaciones poco onmpheadas s logra ohtener acunciones fécilmente integrables
ol llamado método de comblnactones integrables) lo que permite hallar 1a solucién
el sistema.

737. Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales
dr 4y
w=etth =¥
para las condiciones iniciales: z (0) =2, y (0} =0.

Resolucién. Derivamos con respecto a ¢ la primera ecuacién i_

dae?
_% —s-f-, eliminando de la ecuacién obtenida % e y tenemos
:
-‘;—;—-—2:=0. La ecuacién caracteristica k*—2=0 tiene Jas roices ki ,=

=< }/2. Por consiguiente, la ecuacién general para z se escribe
2=t ﬁ+0,e”‘ Vi,
La solucién general para y se halla de la primera ecuacidn:

- 3 - 1 ¥3
y=Sr—r= 0 (V1) PPy (V1) 7 TR

Valgémonos de las condiciones iniciales para hallar las constantes
arbitrarias:

Ci+Ci=2, VI(C1—C)—(C1+Ca)=0.

De aqui c,_(Y2+2) /2, Cy=(2—|/2)/2. Ahora bien, la solucién particular
buseada tione la forma

zw(L-]—i)‘”!(i Vz) -t V2 yu_lf_llﬂ ; —tVE

738. Resolver ol sistema de ecuaciones diferenciales

dzx z dy ¥
df ~ 2e+dy 7 dt — 2z4-3y

para las condiciones iniciales: z (0) =1, y{(0) = 2.

Resolucifn, Escribimos la pnmnm combinacién integrable. Dividiendo la
primera n por i obt

dr =z dz _d
—y'=_y': T=-1;L: Inz=Iny+1InC,;, osea, z=0Cy.
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. Escribimos la segunda combinacitn integrable. Sumando el duplo de la
primora ecuacién mas el triple de la zegunda obtenemos

2-%+3-%—i; 2dz+3dy=dt, o©sean, 2x-43y={4C,,

Del sistema de ecuaciones =z = Cyp, 2z + 3y = ¢ 4 €, hallamos 1a sclucién
general del sistema

2_01(I+C.} £
=T, r3 YT s
Utilizando las dici iniciales, obt

- il Cy . o
1—m, 2—55;—:'-_—-—, o gea, C,._?, Cy=8

Sustituyende en la solucién general los valores hallados de €y y €y, obte-
nemos las scluciones particulares que satisfacen las condiciones linicialeo:

i Wy
:=?H—i, y—Ts—,—z.

739. Resolver el sistema de ecnaciones diferenciales

dr __ dy __ dr
W—-?y’. T—_2z, -EE-—2Z
; i d¥z ay
Resolucién, Derlvando con respecto a ¢ la primera ecuscidn: =g
2
Eliminando de la ién obtenid :—f, % ':_{:_"i"' Derivamos una
ver mas respecto a ¢ la ecuacién obtenida de segnndo orden %=4-'§;.
Eliminando %, obtenemos
g
Tz: —8z=10,

o sea, hemos llegado a Ia ecuacibn con una sola fumcién desconocida. Resol-
viendo esta i6n lineal homogé de tercer orden, hallamos

Zm= Gyttt (Cy 08t ) 34 Casent V'3).
La eolucifn general para y se obliene de la primera ecuacién del sistema
ymg B e L (2 et (Cyoos Y/ B+ Cyoont Y B+
+et Y 3(Cyco8t Y 3—Cysent ) 3)]
o bien
y=Cie¥ -+ et [(Ca V 3+ cost V3= (C, 1/ 3+ Ca) sent V3]
De la d ién del si hallamos =;

,ﬁg.g;!ﬂ‘.u_.‘g et {Cy V 3+Cy) cost YV 3—(Cy V 5—Cy) son ¢/ 5]
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Resolver los sistemas de ecuaciones diferenciales:
740. —+2z+y. _z+2y. (=1, y(0)=23.
741. —...4z+6y, -~——2:+3y+f
742. -F=e"——y. T=2€’ —Z.
743, y'=ée"—3z, ="ty

dx ay t
Thh, o=y 41, —r=zte xz(0)=1, y(0)=0.

U, =i, =i 20)=2 y(O0)=4

746. F=2x+y+wst, LY — x4 2sent.

dy

@
dz

747. T‘+d—y=2{z+y). T=3I+y'

8. L Et, Hmpyy 4

749. ——-=x’-+a:y, %“—=::y+y‘.

I sid dos 1 i integrables: 1) sumar las ecuo-
ciouesé 2) dnndir miembro a nnembro la primera ecuacién obtenida por la
segunda.

750, 52 2v. 2(..":— }:3&. L B 2y =t

751, “, £ mly=0, - —miz=0.
752 z d# ¥ ds __ z
* dt iyt st dt 4yttt dt F e e

2. Resoluclén de los sist S o £ do = diferen-
ciales de coeficientes constantes por medio de mnirtees (método modificade de
Eulsr]. Sea tt_a;!o un si den lineales con n funcio-

cuyos coeficientes son

| ﬁl = ayy %yt 819%g + v o0 +81n%n,

%“’nﬂ"“sa’t"‘ +ost0gnzn,

L d:: =0ny %1+ GngZs 1 -+ -+ Ena¥n.

Este sistema se puede escribir en forma de una sola ecuacifn diferencial
matricial

ax
—— A,
F Tl



Aqui

(2

di

451 813 s+ @m 1 dxs
A=[%21 %z +.v Ggn = :., _E.x_g_. at
cusan s eas]’ : ¥, dt ‘ -

Gny @ng . @ L
\6ny @ng nn L zn iy
i

la solucidin del sist en la forma

e, z=pet, L, 2n—ppe,

Sustituyendo los valores de z,, z;, ..., 7, en el sistema de ecuaciones diferen-
iales, obt un sist de lineales respecto a p,,

Par o0 Pt
(@ —M Prt aypy 4. Fagpn=0,
Gg1Py (“;:+3-)Ps+u-+ﬂmpn 0,

‘anl"“huP: ...+ {ean—n) pn=0.

El sistema debe tener una solucién no nula, por eso para determinar A
obtenemos la ecuacién de n-ésimo grado

ay—h gy v an
| an Ggg—h i S | g,
R e TR
any dpng ... Gpp—h
La iiltima idm es la i teristica de la matriz 4 y, al mismo
tlemgo. la i :uﬁu del aist
que la Aeristica liene n raices diferemtes Ay,
P ﬁ, qh son los niimeros caracteristicos de la matriz 4. A cada nfimero
caraoteristico cormsponde ol propio vector. Supongamos que a cada niimero
fstico Ay le cor el vector propio (pis; Paki - .« Pnp), donde
kA, 20 n. Entonces el sistema de aonamones‘sﬁemnuialas tione n solu-
GWIIN
la primera solucién corvespondiente a la raiz A = ;:
233 = pye™, Ty= Psl‘n"’- sy 3:u=Pn1’L"i
la segunda solucién correspondiente a la raiz A = A,:

Tip= Pn'l" Ly = p“,M‘ reey Eng== Pna"""

la n-ésima wlmﬁn correspondiente a la rafz A = A,:
‘:u"“Pm"‘“" Zan= Pm'“ ¥ rery =nu=’Pnn=a'“'.

Hemos obtenido el sistema fund tal de sol La solucién general
del sistema es la siguiente:

7=y + Cataa + o oo+ Cutyp,
zp = Cp2n + Cazga + v o« + Cap,

D I N T T T S S,

#n = CiZny + CaZpa + 00 o+ Cozpp-
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Los casos de raices complejos y maltiples se i en los aj 1

753. Hallar la solucién general del sistema de ecuaciones

7y
=12, + 3z,
d
:“ =bz, + 4z,.
Resotucién. Comp la i6 teristica de la matriz del sistema

A ;
5" Ba|=0 ovien w—tm+10=0.

Sua rafces '1\1 = 1, Ay = 10, son los nu.mems caracteristicos de la matriz.
Cuando A =1, 'pax el vector propio tienen la
forma (7-13m+3 .—03 Bp;+ i_{)rf’e 4= 0 y s0 redicen a una sold
uumlbn 2{, ﬁ' . Esta ultima ecuacién determina 2] vector (1; —-2)
obtenemos la ecuacién (7 — 10) py + 3p, = 0, bp; + (4 —
— iD(} 1 =0,0 ‘blsn pl Pa= 0. Eata enuwu‘m determina el vector {1; 1}
btenemos el d tal de i para A= 4: 2,y = ¢,
zyy = ~=2¢}; para i\- = 10 Zyy == W, g, = 1%,
La solucién general del sistema tiene la forma

7y = Cet + Cyet®, z, = —2Cef | Cyel®,

754. Hallar la solucién general del sistema de ecuaciones

[ =Ba:—12y—-z.
Yo —_— ——
II ==z 3y —z.
l :'—i= —4z 412y 4 33.
Resoluctfn, Escribi la i6 teristica de la matriz del sistema:
6—h —12 -1
4 —3—% —i |=0.
—4 12 I~A

Desarrollando el determinante, hallam
{6 — &) (A% — 9) — 48 — 12+|2+-ﬁ\+72—121+88—12&—0.
o finalmente,
Mt 1 —6=10.
Esta scuacién tiene las raices Ay = {, A, = 2, by = 8.
Determinamos los vectores propine de la matriz A.
Para ) = 1 obtenemos el sistema de ecuaciones

Spy—12p3— py=0,
Py— 4pg— Py=0,
—dp+12p,4-2p,=0,

uoa de las cuales es la consecuencia de dos otras.



Tomemos, por ejemple, las primeras dos ecuaciones:
5py=12py —py =0, P —dpr—ps=10.

De aqut
n=| T2 Zire m=—] T
Pa—|5 -—12‘,‘___8,‘
Hi do k= 1/4, ol el vector propin (2; 13 —2).

Para = 2 tenemos el sistema
hpy—=12py—ps=0,
nm— Sps—py=0,
—4p+12pa 4 py=0.

Volviendo a utilizar as primeras dos ecuaciones (la tercera, es copsecuencia de
ellas), hallamos:
P= |_12 _1|k 7k, p,=—|1 ::l-k=3k.
& =129,
P:=| 1 5 |-k—-— —8k.

Tomando k = 1, encontramos el vector propio (7: 3; —8).

nn 183]]11
v = —3 3, o sea, | el *aootor propio {3. 1; —=3).

Para % = 3 tenemos el gistema
3py—12p,— py =0,
Pi— Bpy—py=0,
—&p+1i2p,  =0.

De la diltime ecuacién hallamos p; = 3p,. Sustituimos este valor de py
mera ecuamén y hallamos py = —3p,. T do pg =1,

parai.-i.a =2¢'=: = ¢, ——2:"
para ) = 2: ::: = e‘;. ;:.=- 3t *mx,, = —Be,
ra h=3: 5y = s gy = = —3
a solucién geoeral se escribe de fa forma
1 = 20et + TCue + 3Cye™,
2y = Cpet - 30,2 - Cue™t,
= —2C,et — BCyel e 3Cpe.

755. Hallar la solucién general del sistema de ecuaciones
d:
-%: 4.’:, e 3¢2.
%: 3z, - 4y,

Resoluctén, Escribimos la ecuscién caracteristica de la matriz del sistema:
§—h
3

i’uu; (=M= —9, A—i=u3i, A=4x3t



Determinamos los vectores propios. )
Para A; = & - 3t obt el sist de

3tpy—3py=0,
3py - dipy =0,

De este modo, py = ip;. Tomando p, = 1, obtenemos py = I, o sea, el

vector (1 :
Parparo,=ii-3£ obt el sist de

{ —3ipy—3py =0,

3py—3ipy=0.

Da alglui encontramos ol v‘yc‘wéepropio {4 —32:.
para A = 4 + 3

Zyy = eldral)t =it {cos 3t-+1 sen 3t),
Ty = e8I — o8t (—gon 3t-i cos Bt);

para hy=4—3i:
2ygmm el = pd! (pog 3 —1 sen 3¢),

Zgy=e't (—san Bt—1 cos 3t).

De este modo, obtenemos la solucifn general

;= et (cos 3t + {sen 3t) -+ Cye't (cos 3t — ¢ sen 3¢),

T = Cyett (—sen 3t + i cos 3t) 4= Cyetf (—sen 3t — i cos 34),
o sea,
zg = &t [(C) 4 €y) cos 3t + (C, — Cy) ¢ sen 3t),
2y = e [—(C; + Cy) sen 3t -+ (C; — €y) ¢ cos 3t).

Haciendo &; + €3 = €}, (€; — C,) { = €}, oblenemos

#y == gt {C% cos 3t - CF sen 3¢),
zy = et (—C% sen 3t + C% cos 38)3

La solucién general puede ser hallada también de otro modo. En las solu-
clones correspondientes a uno de los nimeros caracteristicas complejos separa-
remos la parte real y la parte imaginaria {el niimero caracteristico conjugado

no lo examinamos):

e{3430 — e8! cogfdt - et san?at,
tels+3h) = — edtison 3t (et o5 3¢,

Obt dos soluci particulares linealmente independientes: z,, =
= et co3 3¢, 2y = —etf son 31, 3, = oM 500 3¢, 7y, = €4f cos 3t,
La solucién general es

Ty = Cizy + Catygy 3y = Cyzgy + Cyigy,
o sea,
z; = ett (C; cos 32 4 C, sen 3t), 2y = e (—C sen 3t + C, cos 3).

$ 4



756. Hallar 1a solucién general del sistema de ecuaciones
4%y

i et

dx

o

dz,

lT?'=“:—xs

T 5 aitat]

1—x 0 —i
1 =)  0|=0, obien A—W{-+A)=0
1 —1 =)

Los nimeros caracteristicos som: Ay =1, Ay =1, by = —1.

Cusndo A = 1, para determinar el vector propio obtenemos el sistema de

ecuaciones

—py=0,
Pi—pe=0,

Pr—Py—ps=0.

Este sistema determina el vslctor propi: {l: 1; 0.
o ol sist . ;

h

Para h=i

n—ip=0,

{ (1—1) p—Pa=0,
pr—Py—tpy=0.

Este sistoma determina el vector propio {1; —i; 1 — 1).

El vector proplo correspondiente al nimero caracteristico A = —t no se

amina.
Al valor de & = 1 le corresponden las soluciones

zy=cf, zp=2¢, =0

4

Al valor de A =i le P las

e =copt—+ Isent, —ief'= —semt+} icost,
(1 — i) et = (cost+ sen?) -+ i (sen ¢t — cos ).

Separando las partes reales, obtenemos las soluciones
Tyy = CO8 L, Tgg = —Ben?, Tgy == cos t -+ sen &,

las

Separando las partes jmaginarias,
¥y = BELE, Xgy = COBE, Tyy == 56N {— COBL.
La solucifn general es
2, = Cyet + Cycont 4 Cysent,
2y = Ciat — Cypenit+ Cyco8t,
xy == Cy {cos? 4 ven #) 4~ Cy (sem t — co8 {).
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757. Hallar la solucién general del sistema de ecuaciones

dzy

ai =55, — 1y,
dx.
-—ai-=xi+ 3zq.
Resoluctén, Resolvemos la ecuacifn caracteristica:
—_ -1
|51’“ =0 M EN =0 M8 16=0 M=,

Si A, ea la raiz de la ecuacién caracteristica de multiplicidad m, entonces
a eata raiz le corresponde la soluciém

z=p (1} cl“'! Tp=py(t) e’"'l seny Tn= P (g)eh‘,
donde py (£), ps (8), - . «» Pn (t) 800 polinomios de grado no mayor que m — 1.
De eate m:;do). a la raiz doble 4 = 4 le corresponde la solucién
T = &M (ayt + o)y 3y = &' (byt + by)-
Derivando z; y 7, obtenemos

B2t ottt o) e, B2 bt (bt b) .

Los valores de z,, T, % y %’— se sustituyen en el sistema de ecuacio-

nes. Después de reducir en e tenemos
ay + & (&gt + ag) = 5 {a;t + ag) — (b + By},
by 4 4 (Byt -+ by) = ayt 4 ag -+ 3 (5t + by)
Igualando los coeficientes de ¢ y los términos libres, obtenemos los siste-
mas de ecuaciones:
day = Say — by, ay + 4ay = Say — by,
by = a + 3by,  \by - 4by = a5 4~ 3bg.
De ello sa deduce que a, = by; ay — by = @y = b;. Haciendo o = Cy,
ay = Cy (C; ¥ C; son constantes arbitrarias), obtenemos by = C,, by = Cy —
- 0. bor consiguiente,

=t (Ot 4+ Cy)y 2zg= ¥ (Ot 4 Ca— Cy).
Este sistema so resuelve mis sencillamente por el método de eliminacién.
En efecto, expresando z; de la primers ecuacién y efectuando la derivacién,
sustituimos luego los valores de zy y % en la segunda ecuacién. Como resultado

obtendremos una i6n lineal homogé de segundo orden respecto a =z,
Recomendamos al lector resolver por cuenta propia el sistema dado por el méto-
do de eliminaciém.

Hallar las soluciones generales de los sistemas:

dzy i
at 2y
758. 35
2
=
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dx.
760. | T}: T, — Tyt Ty

dz,
l d_:=x,+zz+x;.

dz,
[ .-dTl=x1__x=+::!‘
7;:1.! 2 =gy 23y,
dx

e =2z,— =

n.

=’ —L==12z,—5z,,

—53. + 12z,

=I — 213.

R

I, —Iy.

—15z,— bz, + 16z;,

— 15z, — Tz, + 18z,

l!

n.lﬁ-

LY
1]

’ = — 19z, — 8z, + 21z,.
=(a+Hz—y,

z+(a—-1)y.

l& oz 2l =

"-45",

=N
= B

3z+y,

= —dx—y.

nl% 8fe “t
II



Capitulo V. Elementos de la teoria
de las probabilidades

§ 1. Suceso aleatorio, su frecuencia y probabilidad

Se 1lama sticeso aleatorio al que pusde tener lugar o no, cuando se cumple
un conjunto de condici ligadas con la posibilidad de la aparicién de los
sucesos dados.

Los sucesos aleatorios se designan por medio de las letras A, B, C, ... .
Cada realizacién del conjunto de condiciones que #¢ examina se denomina
prueba, El niimero de pruebas puede erecer infini te. La rolacion entre
el nimero m de realizacién del saceso aleatorio dado A en una serie determi-
nada de pruebas y el niimero total » de pruebas de esta serie se llama frecuencia
relativa de manifestacién del suceso A en esta serio de pruebas (o simplemente
frecuencia relativa del suceso A) y s¢ designa mediante P (4). Do tal modo,
P (AL:: min.

frecuencia relativa de un suceso aleatorio siompre estd comprendida
entre el cero ¥ la unidad: 0<C P (4) < 1.

Los sucesos aleatorios masivos poseen la propiedad de la estabilidad de la
f ia: los val de la [ ia del sugeso aleatorio dado que se obser-
van en diferentes series de pruebas homogéneas (siempre que el ndmero de prue-
bas en cada serie es suficientements grande) varian poco de una serie a otra.

Al estudiar leatorios, es precisamento esta ci tancia la que
permite emplear los métodos matemiticos asignando a cada suceso aleatorio
masivo su probabilided por la cual se toma el ntmero (hablando en general, de
antemano descomocido) alrededor del cual oscila la frecuencia observada del

SUCESD.

La probabilidad de un suceso aleatoric 4 se designa por P (4). La pro-
babilidad de un suceso aleatorio, al igual que su frecuencia relative, estd com-
prendida entre el cero y la unidad: 0 < P (Aieg-l

A un suceso clerto (o sea, al suceso que debe producirse en cada prueba)
se le atribuye la probabilidad P (4) = 1.

A un suceso imposible (o sea, al suceso que na Sueda producirse en ninguna
prueba) se le atribuye la probabilidad Pﬂ) = (.

En alg casos el tales la probabilidad de un suceso aleatorio pueds
ser determinada de antemanc. Esto se mlmio hacer, por ejemplo, cuando los
resultados posibles de cada una de pi b & pued
en forma de n resultados (scasoss) Ginicamente posibles, incmnpetibfaa entre si

equipogiblea (o sea, ademés de estos n no pueden haber ni otros,
il it den ocurrir para

2 D0 P te y hay

supener que la realizacién de cualquiera de ellos no es mds poeible quo la de los
rostantes). Si entro estos n casos finicamente posibles, immwtiglss ¥ equi-
posibles hay m ligados a la manifestacién del suceso 4 {0, como se dice en la
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teoria do las probabilidades, sfavorecens A), entonces como probabilidad del
suceso A se luma la relncion entre m y n: P (4) = min.

768. Fn una cajita hay 10 bolas numeradas del 1 al 40. Se ha
sacado una bola. (Cufl es ta probabilidad de que el nimero do la
bola extraida no exceda de 107

Rescluctén. Come e} nidmere de cualquicr hola gue se halla en la cajita
no supera 10, el niimero de casos favorables al suceso A es igual al nimero de
tod:s ]os_ca‘sﬁs posibles, o sca, m = n = 10 y P {4) = 1. En este caso el suce-
S0 a5 clerto.

769. Una urna vonliene 15 bolas: 5 blancas y 10 negras. (Cudl
¢s Ja probabilidad de que de la urna se extraiga una bola azul?

Resolucion. Ton la urna no hay bolas azules, o sca, m= 0y a = 15. Por
consiguiente, P {4) = 0/15 = 0. Eu cl caso dado el suceso 4 ce imposible.

770. Una urna contiene 12 bolas: 3 blancas, 4 negras y 5 rojas.
jCudl es la probabilidad de que de la urna se saque una bola negra?

Resoluctin. Aqui m= 4, n=12 y P (4) = 4/12 = 1/3.

771. Uwna urna contiene 10 bolas: 6 blancas y 4 negras. Se han
sacado dos bolas. YCudl es la probahilidad de gue ambas bolas sali-

das sean blancas?

Resolucign. Ayuf el nomero de todos los casos n = Cf, = (10-9)/(1-2) =
= 45. ¥l nimero de los casos que favorecen el suceso A se determina por la
igua}gad m = Cf, 0 sea, m = (6-3)/{1-2) = 15, De suerte que P (4) = 1 f=

772. Fn una loteria hay 2000 billetes. Un billete se premia con
100 rablos, cuatro billetes con 50 rublos, diez billetes con 20 rublos,
veinte billetes con 10 Tublas, 165 billetes con 5 rublos y 400 bille-
tes con 1 rublo cada uno. Los demés billetes no se premian. ¢Cudl
es ]a probahilidad de ganar con un billete 10 rublos por lo menos?

Resolucion. Aqui m = { 4 4 - 10 -+ 20 = 35, n = 2000, o sea, P =
= mip= 35!’2000“——" 0,0175. i L
773. Una urna conlicne 20 bolas numeradas del 1 al 20. :Cudl
es la probabilidad de sacar la bola que lleva el néimero 377
774. Upa moneda se arroja dos veces. ;Cudl es la probabilidad
de que ella ambas veces caiga de cara?

75. La primera cajita contiene bolas numeradas del 1 al 5, y Ja
segunda, bolas numeradas del 6 al 10. De cada cajita se ha sacado una
bola. ;Cudl es la probabilidad de gue la suma de los nimeros salides
sea:’z% no menos de T; 2) igual a 11; 3) no més de 117

. En una loteria hay 1000 billetes. Entre ellos 500 billetes
se premian y 500 no se premian. Se han comparado dos billetes. ;Cudl
ez la probabilidad de que ambos billetes resulten premiados?

777. Bn un grupo de 30 alumnos, en un examen escrito 6 alumnos
han obtenido calificacién sobresaliente, 10 alumnos, calificacién
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buena y 9 alumnos, regular, {Cudl es la probabilidad de que todos
los tres alumnos llamados a la pizarra hallan obtenido calificacién
de insuficiente en el examen?

§ 2, Axiomas de la suma y multiplicacion
de probabilidades

Se llama unién (o snmnll de algunos sucesos aleatorios al sucesd consislents
en la realizacién de uno de los sucesos dados, por Io menos. La unién de sucesos
Ay, Ag, ..., A, 50 designa por A; + A3+ . . 4 4, .

5i los sucesos que se asocian Bon tneur:gnﬁhlee (no pueden producirse dos
sucesos conjuntaments), entonces la probabilidad de unir alguncs sucesos es
igual a la suma de probebilidades de los que se tan {extoma de la suma
de probabilidades):

PAg+ Ay~ ...+ 40 =P A4 P A+ ...+ P4
Un suceso consistente en la po realizacion del suceso aleatorio A 8o deno-
mina suceso contrario al A y se designa por 4.
La unién de los sucesos A y A4 da un suceso cierlo ¥ puesto que los sucesos
A y & son incompatibles, entonces

PAY+P@)=1, obien P@A)=1—P).

i como resultade de la prueba dada puede producirse sblo uno de los suce-
sos incompatibles A;, 4y, - .., Ay, enlonces A,, A,, .., A, forman el
lamado grupe completo de sueesos, Como la unién de los sucesos de un grupo
complelo es un sucesu cierto, para iales sucesos tiene lugar la igualdad

PA)+PA)+ ... P41 =1.
Se llama colncidencia (0 producte) de dos sucesos alealorios 4, ¥ 4, a un
suceso compuesto istente en la realizacion simultdnea o sucesiva de ambos

sucesos. La coincidencia de Jos acontecimientos A; y A, te designa por 4,4,
Por probabilidad condleional del suceso A, vespecto al suceso A, [se designa
por P (A,/4,)] se entiende la probabilidad de produccién del suceso 4, supo-
niendo de que el suceso 4, tuvo lugar.
La probabilidad de coincidencio de dus sucesos Ay y Ay es iguel al producto
de la probobilided de uno de ellos por la probabilidad condicional del segundo
respects al primero {azioma de multiplicacidn de probabilidadesy.

P (AyAg) = P (d)-P (AJA) = P (A)-F (AyAy).

s sucesos alenlorios 4, v 4, se llaman independientes si la probabilidad
condicional de uno de ellos respecto al otro es igual a la probabilidad incon-
dicional de este mismo suceso: P {A./A;) = P (4;) En este caso lienen Ilngar
las iyualdades:

PUAJI) = P {4,040 = P4y} P (A4A;) = P {dyiA,) = P (4)).
Para los sucesos independientes la probabilidad de su coincidencia es igual al
producto de sus probabilidades:

Pl4dyy= P (AP (4y).

La coincidencia de n sucesns 4,, 4,4, . . ., 4, {gue s¢ define andlogamente)

se designa por A4, .

La probabilidad condicional del suceso A; determinada en la suposicibn
de que Se han producido loa sucesos Ay, Ay, .., Az, se designa por
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{ApfA344 . .., Apy). La probabilidad de coincid de n segin
ol nxhloni-a te mum’{:ﬂcmﬂu de probabilidades se determina por la férmula
P4y, Ay ... dp) = P (44)-P (A,!A,)-P (Agfdydy) ...
S P A A4, AL,
Se dice (que n sucesos A, A, son independientes en su conjunto,

si ¢n la pmhabihdad de realizaci&n de cada uno de ellos no ejerce influencia la
de jora otros, tomados en una tom‘hinaclﬁn cualqulm

K
P

La probabilidad de coincidencla de n sucesos |
es igual al producto de sus probabilldades:

P4ydy ... Ag)= P (AP {4y .. P4,

778. Una urna coutiene 10 holas blancas, 15 negras, 20 azules y
25 rojas. Se ha sacado una bola. Hallar Ia probabilidad de que la bola
salida sea: blanca; negra; azul; roja; blanca o negra; azul o roja;
blanca, negra o azul.
Resoluctén. Tenemos n = 40+ 15 204 25 = 70. PB)= 10/10 =
=1{/7, P {Nl, = 15/70 = 3/14, P (4) = Z{VTQ = 217. (R) = 25/70 = 5/14.
Ulilizando ol axioma de la sama de probabilidades, obt
PB4 N= P(B)+Pm-i!1+8hé-5ﬂai
Pid + R)=P(4) + P (R) = 2/7 + 5/14 = 9/i4;
DB+ N+ A =1—P({R}y=1—5/i4d=94.
779. La primera cajita contiene 2 bolas blancas y 10 negras; la

segunda cajita, 8 bolas blancas y 4 negras. De cada cajita se ha sacado
una hola. ;Cual es la probabilidad de que ambas bolas sean blancas?

&n s conj

Resolucidn., En el caso dado se trata de 1a colncidencia de los sucesos 4 y
B, donde el suceso A es la salida de una hola blanca de la primera cajita y el
suceso B es la sahda d.o una bola ‘hlama de 1a se% unda cajita. Conello A v B
son /12 = 1/8, P (B) = 812 =
= 2/3. Aplicando "ol axioma de mult.iplicacién de probabilidades, encontramos

P (AB) = P (4)-P (B) = (1/6).(2/3) = {/9.

780. Con las condiciones del problema precedente, determinar la
probabilidad de gque una de las bolas sacadas sea blanca v la otra
negra.

Resoluelén. Sean:

ol suceso A, la salida de una bela blanca de la primera cajita;

ol suceso B, la salida de una bola blanca de la segunda cajita;

6l suceso C, la salida de una bola negra de la primera cajita (C = A)

ol suceso D, la salida de una bola negra de la segunda cajita (D = B).
Entonces P (d) = 1/8, P (B) = 2/3, P (C) = P (d) = 1 — /6 = 5/8, P (D) =
=P (B)=1—2/3=1/3.

Determinemos la smbahi]ldad de ?ue la bela sacada de la {»rimsra cajita
sea blanca y la sacada de la segunda cajita sea negra. Aplicamos el axioma de la
suma de probabilidades:

P (AD) = P (4)-P (D) = (A/8)-(1/8) = 118

Determinemos la probabilidad de que la bola sacada de la primera cajita
sea negra ¥ la sacada de la segunda cajita sea blamca:

P (BC) = P (B)-P (€) = (2/8)+(5/8) = 5/9.
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Determinamos ahora la probabilidad de que la hola sacada de una cajita
(no importa & de la primera o de la sepunda) resulte blanca y la sacada de la
otra cajita, negra. Aplicamos el axioma de multiplicacién de probabilidades:

P = P (AD) 4 P (BC) = 1/18 + 5/9 = 11/18.

784. Una cajita contiene 6 bolas blancas y 8 negras. De la cajita
se han sacado dos bolas (sin reposicién). Hallar la probabilidad de
que ambas bolas sean blancas.

Resolucion. Sean el suceso 4 la salida de una bola blanca en la primera
extraccidm, ‘f ¢l B, la salida de upa bola blanca en la segunda extraccibn. Segin
el axioma de multiplicacion de probabilidodes para elgcaso de sucesos depep-
dientes tenemos P (l:iB) = P (4)-P (B/A). Pero P (A} = 8/(6 + 8) = 6/15 =
= 3/7 (la }lambab!l.idsd de l}ue la primera bola sacada sea blanca); P (Bid) =
= (8 — 1)/6 -~ 8 — 1) = 5/13 (la probabilidad de salir una segunda bola
blanca anslloniemio ue so exirajo la primera). Por consiguiente, P (4B) =
= (3/7)-(5/13) = 15/91.

782. Tres tiradores disparan contra un blanco. La probabilidad
de que el primer tirador dé en el blanco es igual a 0,75, para el se-
gundo tirador esta probabilidad es de 0.8 y para el tercero, de 0,9.
Detecminar la probabilidad de que los tres tiradores den simulté-
neamente en el blanco.

Resolucién, Tenemos
P(4)=075 P(B) =08 P()=04
P (ABC) = P (4)-P (B)-P (C) = 0,75-0,8.0,9 = 0,54.

783. Con los datos del problema precedente, determinar la pro-
babilidad de que dé en el blanco al menos un tirador.

Resolucién, Aqui P {A) = 1 — 0,76 = 0,25 (la probabilidad de que yerre
el blanco el primer tirador); P {B) =1 — 0,8 = 0,2 (la probabilidad de que
yerre el blanco el segunde tirador); P () =1— 09 = 0,1 (la probabilidad
de que yerre el blanco el iercer tirador); entonces P (4BC) — o sea, la proba-
bilidad ‘de que yerren el hlanco simulténermente todos los tres tiradores se
determina por el modo siguiente:

P (1BC) = P (A)-P (B)-P (T) = 0,25.0,2-0,1 = 0,005.

Paro el suceso contrario del suceso ABC es el consistente en que al menos
un solo tirador dé en el blanco. Por consiguiente, la prebabilidad buscada P =

=1 — P (ABC), o sea, P =1 — 0,005 = 0,995.

784. La probabilidad de que una méquina herramienta se estropes
en el iranscurso de un dia de trabajo es ignal a « (@ es un mimero posi-
tivo pequefio cuyo cuadrado se puede despraciar). Cuél es la proba-
bilidad de que la maguina herramienta no se estropee ninguna vez
durante 5 djas? Resolver el problema para o = 0,04.

Resolucién. Pueslo que 1 — o es la probabilidad de que la mécquina herra-
mienta no se estropee en el transcurso de un dia, entonces, segin ¢l axioma de
multiplicacién de probabilidades, (1 — @)* es la probabilided de que la méqui-
na no se deteriore durante 5 dias.
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Valténdonos del desarrollo binomial y despreciando los términos Tm con-
tienen *, o*, a' y «®, obtenemos la igual):inrl aproximada (1 — a)® =~ 1 — 5a,
o sea, P~ {1 — §z. Para e = 0,04, tenemos P ~ 0,95

785. Una cajita contiene a bolas blancas y b negras. (Cuél es la
probabilidad de que de dos bolas sacadas una sea blanca y la otra
negra? (La bola sacada no vuelve a meterse en la cajita.)

Resoluclén. Sean:

el suceso 4, la salida de una bola blanea en la primera extracciing

el suceso B, la salida de una bola negra en la nda extraceidn,

el sucese £, la salida de una bola negra en la primera extraccifing

el suceso D, la salida de una bola blanca en la segunda extraccidn.

Calculamos Ja probabilided de que la primera bola salida sea blanca y la
segunda negra:

a b _ ab
ot a =T @t aro—1)

Hallamos la probabilidad de que la primera bola salida ses negras v la
segunda blanca:

Py== P (A).P(BIA)=

3 a _ ab
a+b atb—1" fatd)(ato—1)"
De este modo, la probabilidad de que wna de las bolas sacadas sea blanca

y la otra sea negra se determinaré por el axioma de la suma: P = P, + P,,
o sea,

Py=pP(C)P(DI0)=

2ab
P=eToer—n"

786. Una cajita contiene a bolas blancas, b negras y ¢ azules. Se
ha sacado una bola. Determinar la probabilidad de que la bola extrai-
da sea: 1) blanca: 2) negra; 3) azul; 4) blanca o negra; 5) blanca o
azul; 6) negra o azul.

787. La primera cajita contiene ¢ bolas blancas y b negras; la
segunda, ¢ blancas y d negras. De cada cajita se ha sacado una bola.
4Cuil es la probabilidad de gue ambas bolas sean negras?

788, La probabilidad de que el primer tirador dé en el blanco es
igual a p, y para el segundo es igual a p,. Los tiradores disparan si-
multineamente. (Cual es la probabilidad de que uno de ellos dé en
el blance y el otro falle el tire?

789. La probabilidad de que en una cindad meridional ¥ la tem-
peratura en un dia cualguiera del julio sea menor de 5 °C es igual a &
(o es un niimero pequeiio ruyo cuadrado se puede despreciar). ;Cuél
es la probabilidad de que durante los primeros tres dias del julio Ia
temperatura no descienda a menos de 5 °C?

790. La primera cajita contiene 1 bola blanca, 2 rojas v 3 azules;
la segunda cajita contiene 2 bolas blancas, 6 rojas y 4 azules. De cada
cajita se ha sacado una bola. ;Cul es la probabilidad de que entre
las bolas salidas no hayan bolas azules?

7H. La probabilidad de que en el transcurso de un dia no se estro-
pee un torno sea igual a (,03. 3Cuél es la probabilidad de que durante
cuatro dias seguidas no tenga lugar ningén deterioro?
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792. En un aula hay 12 nifios y 18 nifies. Hace falta elegir una
delegacién de dos personas. (Cuél es la probabilidad (si la eleccién
se efectiia al azar) de que resnlten escogidos: 1) dos nifios; 2) dos ni-
fias; 3) una nifia y un nifio?

793. Una urna contiene 9 bolas blancas y 1 negra. Se extraen tres
holas conjuntamente. ;Cuél es la probabilidad de que todas sean
blancas?

794. Se efectiian tres disparos contra un blanco. La probabilidad
de hacer el impacto en cada disparoe es igual a 0,5. Hallar la probabi-
lidad de que como resultado de estos disparos se logre un selo impacto.

§ 3. Férmula de Bernoulli, El niimero mas probable
de realizacién de un evenfo

Si se efectiian n grusbas independientes en cada una de las cuales la pro-
habilidad de realizacitn del evento (suceso) 4 ea 1a misma e igual a p, entonces
1a probabilidad de que el suceso A tenga lugar en estas n prusbas m veces se
expresa por la férmula de Bernoulli

P, n=CRF™g=",

dondg ¢= 1 — p. De este modo,

Py n=qt, Py a=npi™i, Py n=ﬂ::;—” PRt L. P op=p"

El nimero m, se \lama ndmero mds probable de realizacidn del evento A
en n pruehas, si el valor de P, , psra m = mg Do es menor de los deméa valores
de Py, n, 0 868, Py, n > Py, cuando my 54 my,

Si p %= 0§ p 9= 1, entonces el niimero m, se puede determinar de la desi-
gualdad doble

np— g mKnp+p.

En esta desigualdad doble la dif ia de los valores de frontera es igual a 1.
8i np 4- p no 08 un ndmero entero, la desigualdad doble define \inicamente un
solo valor mds probable de m,, Pero si ap + p es un namero enlero, entonces
bay dos valores més probables: my = np — gy mg = np + p.

795. Una urna contiene 20 bolillas blancas y 10 negras. Se han
sacado seguidamente 4 bolas, con ello cada bolilla salida se repone y
se mezclan las bolillas en 1a urna antes de extraer la siguiente. ;Cuédl
ﬁ la px;obabilidad de que entre las cuatro bolillas salidus dos sean

ancas

Resolucién. La probabilidad de extroer una bolilla blanca p = 20/30 = 2/3

se puede considerar igual para las cuatro ehas; ¢ = 1 — p = 1/3. Utili-
zando la férmula dig'u Benl:nulli, ohtemol:m P

4:-3 1 212712 B
Py =Clif =17 {'3—) (?) =zr.
796. La probabilidad de que se produzca el evento A eg igual a
0,4, ¢Cual es la probabilidad de que en 10 pruebas el suceso A se
realice no méis de tres veces?

15



Resolucién. Aqui p = 0,4, ¢ = 0,6. Tenemos:
la probabilidad de que el evento A se produzca: 0 veces es Py, = g1t

1 ver es Py,q= 10pg";
2 veces es pgy = 45p%¢%;
B veces es Py o = 120p%7;
no miés de tres veces es ignal a
P=pﬂ- ID+P1.1{I+P2>IU+PI|XD'
o sea,
P = g1 + 10pg® +- 45p%* + 120p%7, o bien
P = q" (g + 10g% + 45¢p® -+ 120p%).
Suponiendo p = 0.4, ¢ = 0,6, obtenemos
P = 0,67 (0,216 + 1,44 -+ 4,32 + 7,68) =~ 0,38.
797. Determinar la probabilidad de que en vna familia que tiene

cinco hijos haya tres nifias y dos nifies. Las probabilidades de naci-
miento de un nifio y de una nifia se suponen iguales.

Resolucién. La probabilidad de nacimiento de una nifia p = 035, entonces
g=1— £ = 0,5 (probabilidad de nacimiente de um nifio). Por lo tanto, la
probabilidad buscada
]

43 5
Py v =0t = 355 (0.5 @5P=,

798. Dejando vigentes los datos del problema precedente, hallar
la probabilidad de que entre los hijos no haya més de tres nifias.

Resolucisn. Tenemos

Pusm (1) =g P (7) =5

Poa=10-{3) = Pos=10(5) =2

13
P'E‘pn.D+PI-S-:"P!.E+PS,EE_
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799, Una moneda se arroja & veces. ;Cuél es la probabilidad de
que ella caiga de cara 6 veces?

00. Una moneda se arroja 6 veces. ;Cuél es la probabilidad de
que caiga de cara no més de tres veces?

804. En un aula hay 20 nifies y 10 nifias. A cada una de tres pre-
guntas hechas por ] maestro ha respuesto un alumno. ¢Cusl es la
probabilidad de que entre quienes respondieron haya dos nifios
¥ una nifia? :

802. En cada una de cuatro cajitas hay 5 bolillas blancas y 15
negras. De cada cajita han sacado una. (Cudl es la probabilidad de
que salgan dos bolillas blancas y dos negras?

Una urna contiene 10 bolillas blancas y 40 negras. Se sacan
seguidamente 14 bolillas, con ello el color de cada una se registra y
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luego la bolilla se repone en la urna. Determinar el nlimero més pro-
bable de salidas de una bolilla blanca.
Resoluctén. Aqui n = 14, p = 10/50 = 1/5, ¢ = 1 — p = 4/5. Utilizando

la desigualdad doble np — g =< my < np + p para los valores indicados de
n, p ¥ g, obtenemos

14/5 — &5 = my S 1405+ 1/5, o sea, 2 my< 3.
Por lo tanto, el problema tione dos soluciones: mgy = 2, mg = 3.

804. La probabilidad de que un tirador dé en el blanco es igual
a 0,7. Se han efectuado 25 disparos, Determinar el niimero més pro-
bable de impactos.

Resoluctén., Aqui n =25, p= 0,7, ¢ = 0,8. Por consigulente,
25.0,7 — 0,3 < mg << 25-0,7 4 0,7, o0 sea, 17,2 < m, < 18,2.
Como m es un nimero entero, my, = 18,

805. Como resultado de observaciones hechas duramte muchos
afios, ha sido establecido que la probabilidad de que llueva el 1 de
octubre en una ciudad dada es igual a 1/7. Determinar el niimero més
gaohahls de dias lluviosos el 1 de octubre en esta ciudad durante

ailos.

Resoluelén. Tenemos n = 40, p = 1/7, g = 6/7. De este modo,

1 8 1 1 6 6
4017-—?513.5;1‘;0-—?--1—7, 4Tgm,;5—?-. 0 883,  mg=35.

806. Hay 20 cajones de piezas homogéneas. La probabilidad
de que en ur cajon tomado al azar las piezas sean estdndares es igual
a 0,75. Hallar el nlimero més probable de cajones en los cuales wdas
las piezas son estdndares

Una urna contiene 100 bolillas blancas y 80 negras. De ln
urna se sacan 7 bolillas (reponiendo en la urna cada bolilla salida).
El ntiimero méas probahle de salidas de una bolilla negra es igual
a 11. Hallar ~.

Resolucién. De la desigualdad doble np — ¢ << my << np 4 p resulta que
{mg — p)p < n < (mo + 9P
Agqui my = 11, p = 100M80 = 5/9, ¢ = 4/9; por consiguiente,

“_5”’ <n< “:;;"9 . osen, 18.8<nag206.

De suerte que al problema tiene dos soluciones: n; = 19, n, = 20.

808. :Se puede en el problema precedente cambiar los valores
numéricos de m, y p de modo que no tenga soluciones?

9. El primer obrero puede fabricar durante un turno 120 arti-
culos y el segundo, 140 articulos, con ello las probahilidades de que
estos articulos sean de calidad superior son 0,94 y 0,8 respectiva-
mente, Determinar el nimero més probable de piezas de calidad
superior fabricadas por cada obrero.
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810, Hay 100 urnas llenas de bolillas blancas y negras. La pro-
babilidad de que salga una blanca de cada urna es igual a 0,6, Ha-
1lar el ndmero més probable de urnas en las cuales todas las bolillas
sean blancas.

§ 4 Formula de la probabilidad total.
Formula de Bayes

Si es nh:do que ol evento A puede acaecer junto con uno de los sumon
Hy, Hyy vony Tla forman un grupo e
entonres A se pue representar COMO u.n.ion de log eventos AH, A?I %
AH, 033, A = AH, 4 AHy + . +AH,, La probnhilidlad dalaven-
to A puéde ser determinada por a f6rm
? A) = P (Hy)-P {AlHy) + P (Hal P [4‘“3:) + ..+ P (Hy)-P (AIH),

P(ﬂ)=*zl P ()P (AlHy).

Esta férmula se ]hma f&fmula de la prnlmbltldcd sotal,
La probabilidad 1 del Hy, su que el to A
tiene hgar, se determina por la ﬂimula de Bayes:

b dy= DATD P ()P (AR

Play =&
2 P(4/H)-P (Hy)

(f=4, 2, ...y )

Las probabilidades P (/. ‘i;nlculndu por la férmula de Bayes se lla-
man frecuentemente prcbabil!dd de las hipétesis.

811, Hay cuatro urnas. La primera contiens 1 bolilla blanca
y 1 negra; la segunda, 2 blancas y 3 negras; la tercera, 3 bolillas
blancas y 5 negras; la cuarta, 4 blancas y 7 negras. El suceso H es
Ia eleccién de la i-ésima urna (i = 1, 2, 3, 4). Se sabe que la probabi-
lidad de la sleccidn de la i-6sima urna es igual a i10, o sea, P (H,} =
=1/10, P (H,) = 1/5, P (H;) = 310, P (H) = 9/5. Se escoge al
azar una de las urnas y se saca de ella una bolilla. Hallar la pro-
babilided de que ella sea blanca.
Resolucisn, Do los dntos resulta que P (4/H,) = 1/2 (la probabilidad con-
dluiona‘i de qne se bolilla lﬂlmn : l] ¢ PW
P(AlHy) = ,}_ 3/8, P (A/H,) = du La mhalnhdarr de que
anlg-n una bolilh hlma 80 determina por ln fSrmula de la probabilidad total:
P(A)=P (H,)-P (A/H;)+P (Hy)-P{A[H)+
+P{H-} P(A.’Ha}+f’ (ﬁ'-} P(A;H.)_
1707
=% ‘2‘-'5"?+10 a+5 =t
812, Hay tres cajitas iguales. La primera contiene 20 bolillas
" blancas; la segunda, 10 blancas y 10 negras; la tercera, 20 negras.
De una cajita escogida al azar se ha extraido una bolilla blanca.
Calcular la probabilidad de que ella se haya sacado de la primera
cajita.
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Resoluctén, Sean H,, H,, E ]na hipdtesis en la eleceid

1a segunda vy eyento A es la salida
de una bolilla blanca. Entoncee P };Hd{: P{)‘.E.ﬂ: 13 bgll?l ﬁllecsiﬁdn
Hy) = pro, a @

de cualqhnien de las cajitas es sqnipna h]e

anc.n se‘extraiga de la pﬂmem cajita), PJI'A fHy) = 10/20 = {/2

Z“pmhn‘hihda d de que una bolilla blanca se el:lraiga de la segunda cajita),

P (A/Hy) =; 0 (la probabilidad de que una bolilla blanca se extraiga de la ter-
cera cajita

La pralmbi.lidad buscada P (H,/4) se determina por Ja férmula de Bayes:

2

4 1-(1/8) -
P(Hu4) () F(1/2) (Vo) +0-(1/8) 3 °

813. Un cajén contiene N articulos, entre ellos los hay desacha-
dos. El articulo escogido al azar esti en buen estado. Determinar
la probabilidad de que: todes los articulos contenidos en el cajén
estén en buen estado; N — 1 articulos estén en buen estado y un
articulo esté desechado; V — 2 articulos estén en buen estado y dos
articulos estén desﬂchados . . .; todos los N articulos en el cajén
estén desechados.

Resoluctén. Las hipbtesis antes del experimento son las sigui
o sea, todos los articulos en el cajén estdn en buen estado; H;, o sea, un a_rl.[culno
esté desechado; H,, o sea, dos articulos estén dssechados, .. .1 Hy, o sea,
todos los articulos estin dssschados El suceso 4 consiste en la salida de un
ntlcu},e en hﬁa‘n estado. Se requiere hallar P (H,/4), P (H,/A), P (H,i4) .

Supongumos que antes del experimento todas Jas ln])btssls son equiposiblea:
P(H)=P(Hy)=P(Hy) ... =P (Hy) = —

N-i—i L
o gea,

-1 N—-2

P(AIH)=1, P(A|H)= Play=22%,

1
P (AKHN-1)=T v P(A)H =0,
Da ello encontramos

N¥T

P(Hyd)= 1 = =

it vt +'T\.'” N+1+0 "-.-_

= 1 e __ 2

== 2 N—1 1+2+-1-+N—1‘-|‘N_N"|-'1 t
vyt

Anél te obt

2 N—1 2 N—2
FrT N PEM=gor-—F—o

PH A=
P(HHM}=T?’—_1—-D-0.
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8t4. La primera urna contiene 5 bolillas blancas y 10 negras
¥y la segunda, 3 blancas y 7 negras. Se ha metido en la primere urna
una bolilla sacada de la segunda, y Iuego de la primera urna se ha
extrafdo al azar una bolilla. Determinar la probabilidad de que la
holilla sacada sea blanca.

Resolucién. Des de pasar una bolilla de la segunda urna a la pri

en esta Giltima hay dos conjuntos de bolillas 1) 5 blancas ¥ 10 negras que desde
el principio se encuentran en elia; 2) una bolilla procedente de la segunda urna.
La probahilidad de que une bolilla blanca salga del x:tmer conjunlo es
P (4/Hy) = 5/15 = 1/3 y ]a de que una bolilla asi salga del segundo conjunto
es P (A/H,) = 3/40. La probabilidad de gue una holilla arbitrariamente extraf-
da pertenezca al primer conjunto constituye P (H)) = 1516 y la de que ella
anczca al o conjunto es P (Hy) = 1/46.

Utilizando la férmula de la pl’ehnhiiidad. total, obtenemos

41,38 _ 33
5T 0 160"

P (Ay= P (Hy). P (Al)+ P (5y)-P (A;H,}:%.

815. La primera urna contiene 1 bolilla blanca y 2 negras y la
segunda, 100 blancas y 400 negras. De la segunda urna se ha pasado
a la primera una bola y luego de la grimara wrna se ha sacado al
azar una bolilla. ¢Cusl es la probabilidad de que al bolilla salida se
encontrara antes en la segunda urna, si se sabe que ella es blanca?

§5 V.clable aleatoria y la ley de su distribucion

Si a cada evento elemental A de cierio conjunto de sucesos se le puede

ﬁm en correspondencia una magnitud determinada X = X (4), entonces se

ice Eue esté definida una variable sleatoria. La variable aleatoria X se puede
conaiderar como funcién del evento 4 con campo de definicién .

Una variable aleatorla puede tomar uno u otro valor de cierto conjunto
numérico; sin em no se de ant , cudl es preci t
valor. Las variables aleatorias suelen designarse con las letras mayfisoulas
X, Y¥,... ¥ los valores tomados por ellas, con las miniisculas respectivas

' 51 los valores que puede tomar la variable aleatoria dada X forman una
garie discreta *) (finita o infinita) de nimeros %, 23, - + - py - - ., E0tODCES
la propia variable aleatoria X se llama discreta.

Sin embargo, st los valores que lsiuade tomar la variable aleatoria dada X
llenan un infervalo entero finito o infinite le, b[ del eje numérico Oz, la varia-

le aleatoria se denomina continua.

A cada valor de una variable aleatoria del tipo z, le corresponde una pro-
babilidad determinade p,; & cada intervalo e, bf del campo de valores de una
variable aleatoria del tipo cont le corresponde una probabilidad determi-
nada P (g < X < :])pde que el valor tomado por la variable aleatoria se encuen-
tre en aste intervalo. :

La relaci6n que establece de uno u otro modo el enlace entre valores posi-
bles do una magnitud aleatoria y las probabilidades de los mismos e llama ley
de dtstribuctdn de la veriable aleatoria.

*} Una serie finita o infinita de nimeros se llama discreta, ei 8 cada nimero
z,, de esta serio 56 le puede poner en correspondencia un intervalo lan, 5,1
dentro del cuel no hay otros nimeros de la seria dada.
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La ley de distribucién de una variable aleatoria disoreta se define gene-
ralmente por la serie de distribucién:

L] T Zy Ty t-- Tn

Py Py Pz Ps ves Pr

L
Con ello 3 p; = 1, donde la sumacién se extiende sobre todo el conjunto (finite

L
o infinito} de valores posibles de la variable aleatoria X dada.

La ley de distribucién de una variable aleatoria continua es cémodo defi-
nirla con ayuda de la llamada funcién de densided de la probabllidad f(z). La
probabilidad P (s <X <<b) de que
el valor tomado por la variable aleatoria  H{x)

X se encuentroen el intervalo la, 3] se
delermina por la igualdad

0 e b [

b
Pla<<z<<b)=\ f{z)dx. i
‘S: Fig. 35

£1 gratico de la funcién 7 (z) se denomina curva de distribucién. Geométrica-
mente Ja probabilidad de ?ue una variable aleatoria se encuentre en ol intervalo
Ja, bl es lf“l al drea de t.mdm-ic curvilineo correspondiente limitado por la
curva de distribucién, el eje Uz y lasrectas x = a, z = b (fig. 35).

La funcién de densidad de la probabilidad / (z) posee las propiedades siguien-
tes:

1% f(z) = 0.
e
28, j f(x)dr=1
fai todos Jos valores de la variable aleatoria X se hallan comprendidos en el
bnlerva]n la, bl, entonces la dltima propiedad se puede escribir en la forma)

5; () dz = 1),

Examinemos ahora la funcién F (x) = P (X < z). Ells se llama juncidn
de distribuclén de la probabilidad de la variable aleatoria X. La funcién F (x}
sxiste tanto para variables aleatorias discretas como para continuas. 5i f (z)
a la funcién de densidad de distribucién de la probabilidad de una funcién
eleatoria continua X, entonces

x
Fa= | jae.
-
De la iltima igualdad resulta que

(f=) = F' (2).

A veces la funcin f (z) se llama funcibn diferencial de distribucién de lo
probabilidad y la funcién F (z), funcidn Integral de distribucitn de la probabilidad.
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Seiialemus las propiedades més importantes do la funcién de distribuciéo
de una prnhshillﬂm?'

12 " F (z) s una funcién no decreciente.

20, F(—e0) = 0.

Ft P (4 ooy =1.

816. Se den las probabilidades de valores de una variable aleato-
ria X: el valor 10 tiene la probabilidad igual a 0,3; el 2, la probabili-
dad 0.4: el 8 fa probabilidad 0,1; el valor 4, la probabilidad 0,2.
Construir la serie de distribucién de la variable aleatoria X.

Resolucidn Situando Yos valores de ]a variable aleatoria en el orden crecien-
te, oblenemos una seric de distribmeidn:

& | 2 4 B 10

e 0,4 0.2 S0 0,3

Temewos sobre el plano x0p lo¢ puntos (2; 0,41, (45 0,2), ete. Uniendo los
gnntns sncesivos por segmentos reclilineos, obt el asi Hlamado polig
e distrilniciin de la variable aleatoria X (hg. 36).

P
04! fix)
03
e iy
01 [
JATTRT TN DU Sy N U TR Ny P SO j ] II
0 2 4 6 8 10 x ] 1 2 3 x
lg. 30 Fig: 37

817. La variable nleatoria X estd subordinada a una ley de
distribucién con densidad f (x), con elio
0, si x<<0:
f{z)= { a (35— 17, si 0z
0 si >3
Se exige: 1) hallar el coeficiente a; 2) construir el gréfico de distribu-
cién de la densidad y = f (z); 3) hallar la probabilidad de que X se
encuentre en el intervalo H, 2[.
Resolucidn. 1) Como todos los valores de la vsaﬂ'ahle aleatoria dads se hallan

comprendidos en el segmento [0, 3], enlonces Ia {3z — z% dx = 1, de donde

L]
n[-i’-z‘—-;—ﬁj::;i. o bien n(-—z—;{-—g]=i. o sea, .ar..——-;“—.
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2) Bl grifico de la funcidn f (z) en el Intervalo 10, 3[ es la pardbola y =
- 3 z—~5 z* y fuera do este intervalo, de grifico sirve el propio eje de laa absci-
fig. 37

1\ La ]:{'Dh&hllidad de que la variable aleatoria X se encuentire en el inter-
valo |4, 2[ se determina por la igualdad

pr14x421=5 (%,_%,.]“3[%m%]:_
. i
4 16 1 _18
=3TWm 3 T+ P s
B18. Se da la serie de distribucién de la variable aleatoria X:

a 10 20 30 40 50

P 0,2 0.3 0,35 0.1 0,05

Construir la funcién de distribucién de la probabilidad de esta varia-
ble aleatoria.
Resolucidn. Si z< 10, eptonees F o= P(X <z1=0

si 10 < << 20, entonces F (2) = P (X << z) = 0.2,
si 20 < 2<C 30, entonces Fz) =P (¥ << 2) =02+ 034

=+ 0.5;
si 30 << z< 40, entonces Fz)=P (X <) =024
-+ 0,3 < 0,85 = 0,85;
si 40 < z== 50, entonees Fr)= P (X < x)= 024
< 0,3 4 0,35 + 0,1 = 0,95;
si x> 50, entonces F(r)= P (X <z2)= 02+
4+03-+0354 044+ 05=1.
819. La variable alealoria X estd definida por la funcién de
distribucion (por la funcién integral)
0, si z<1:
Fz)= { (r—1);2, s 1<<r<I3;
I, si >3

Calecular la probabilidad de que la variable aleatoria X se encuen-
tre en los intervalos 1.5; 2,5 y [2.5; 3,5[.
Resolucidn, Tenemos
Py=F @253 —F{{5) = (25—1)2— {(1,5—1)/2 = 0,75 — 0,25 = 0,5,
Py=F(3,5)— F(25) =1 — (2.5 —1)/2 = 1 — 0,75 = 0,25,
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820. La variable aleatoria X estd definida por la funcién de
distribucién

0, si xz<<2;
F(z)= { (x—2)%  si 2=y
1, si 2>3.

Calcular la probabilidad de que la variable aleatoria X se en-
cuentre en los intervalos 113 2,5[ v 12,5: 3,5[.

Resolucién. Tenemos

Py=F{(2,5)—F (1) = (2,5 — 2)! — 0= 0,25,
Py=F(B5)—FQ2i)=1—-025—22=1 — 0,25 = 0,75.

824. La variable aleatoria X estd definida por la funcién de
distribucién indicada en el problema precedente. Hallar la densidad
de distribucién (funcién diferencial de distribucién) de Ia variable
aleatoria.

Resolucidn, La densidad de distribucion es igual a la derivada de la funcién
de distribucién, o sea, f (x) = F' (), por eso

0, 8 z<=2
{[r)_—-{ﬂ.{z——Z]. si 2z &
0, si t>3.

822, Un tirador ejecuta tres disparos contra un blanco. La
probabilidad de que dé en el blanco a cada disparo es igual a 0,3.
Construir la serie de distribucién del nimero de impactos certeros.

Indicacidn: valerse de la [6rmula de Bernoulli.

823. En una urna hay cuatro holillas numeradas del 1 al 4. Se
extraen dos bolillas. La variable aleatoria X es la suma de los mime-
ros gque llevan las bolillas. Construir la serie de distribucién
de la variable aleatoria X.

824, La variable aleatoria X estd subordinada a la ley de distri-
h 3 con la 4 e

alVai—2%, si |z|<g;
0, s |z|>=a.

Se exige: 1) hallar el coeficiente a; 2) hallar la probabilidad de que
la variable aleatoria X se encuentre en el intervalo la/2, al; 3) cons-
truir el gréfico de distribucién de la densidad de la probabilidad.

825. Mostrar que la funcién f (z) = 1/(z* 4 n?) es la densidad dé
la probabilidad de cierta variable aleatoria X y calcular la probabis
}idarl dt[a que la variable aleatoria X se encuentrs en el intervalo
n, oo

fa={
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826. Se da la funcién de la densidad de distribucién de la varia-
ble aleatoria X:

0, s z<0;
f(#)=¢ asenzx, 8 O<z<m:
0, si z>n.

Determinar 2 y F (z).

827. En una urna hay 5 bolillas blancas y 25 negras. Se extrae
una bolilla. La variable aleatoria X es el nfiimero de las holillas
blancas extraidas. Construir la funcién de distribucién F (z).

§ 6. Esperanza matematica y varianza
de una variable aleatoria

Se llama esperanza matemdtica de una variable alestoria discreta a la suma
de los pr:ldnetos de los valores de la variable alsatoria por la probabilidad de
estos “valores.

|5rmSi una variable al ia X se t por una serie finita de distribu-

Zi y E EN o iy

1] P Pe Py aee Pn

entonces la esperanza matemética M (X) se determina por la férmula
n
M{X)=zip1+2p2+ oo +2abn, 0 bien M (X)=3 zp;. 1)
=1

Como pr-+ps+ ...+ pa=1, entonces
218+ 2Ps+. .. +Tnln
i Ptpyte P !
Ahora bien, M (X) es la media aritméti derada de los val de la varia-

ble aleatoria'z;, zy, . . ., #, para los pesos py, pa, . . ., Py
Si n= co, entonces

M (XB=§ EN
1

(a condicién de que la suma de esta serle sea finita).

El concepto de esperanza matemética se extiende también a las variables
aleatorias continuas. Sea f (z) la densidad de la probabilidad de una variable
aleatoria X. Entonces la esperansa matemdtica de la varlabls aleatoria continug X
so determina por la igualdad

+oo
ux)= | s @as

—oo

{a condicitn de que el valor de esta integral sea finito).
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En lo que se refiere a la interprotacin geométrics, la esperanza matemética,
tanto de una variable aleatoria continua como discreta, es igual a la ahscisa del
centro de gravedad del drea acotada ]{or la curva (o el poligono) de distribucitn
v o) eje de abscisas. Por eso cuando la curva (o el poligono) de distribucion es
simétrica respecto a cierta recta paralela al eje de ordenadas, la esperanza mate-
matica coincide con la abscisa del punto de interseccién de este eje de simetria
con el eje de las abscisas.

El punto del sje Oz cuya abscisa es igual a la esperanza matematica de una
magnitud aleatoria, suele llamarse centro de distribuciin de esta magnitud
aleatoria.

Se denomina verianza de una variable aleatoria a la esperanza matemética
del cunédrndo de la desviacién de esta variable con respecto a su esperanza
matemdtica:

D(X)= MI[X — M X"
La varianza de una magnitud aleatoria es una medida de la dispersién de
sus valores alrededor de su esperanza matemética.

5i introducimos la designacién M (X) = m, las fgrmulas para calcular la
varianza de la variable aleatoria discreta X se escribirin en la forma

D(X)=3, pilzi—m)
=1 (2)
D(X)=3) pi{zy—m)* (para n=co),
=1

mientras que para una variable aleatoria continua X la férmula tendrd el aspecto
fo0
D(X)= S (g—m)? f (z) da. {3)

Para la varianza de una variable aleatoria es vélida la férmula

D{X)=IM (X—a)]—|M (X)—a]® ()]
o bien

D (X)=[M (z—a)*|—(m—a)%,
donde @ es un nimero arbitrerio. Esta férmula se utiliza frecuentemente para

calcular la varianza de una magnitud aleatoria, ya que generalmente es més

fécil determinarla por ella que por (2) v (3). A
Se llama desviacidn tipica (estdndar) de una variable aleatoria a la magai-

tud o, = x).
828, Se da la funcién

0, si <0
fl@)={ (1/2)senz, si Osz<m
0. si z>=m

Mostrar que f () puede servir de densidad de probabilidad de cierta
variable aleatoria X. Hallar la espranza matemética y la varianza
de la variable aleatoria X.

210



Resoluetbn. Tenpmos

40 ] F ]
S f(z)de= S i(=) d.==-i- j senzdz=--—-;- cos :l:::.
- 0

[
Ademiés, 0. P siguiente, ede servir de densidad de probabi-
].Idal?r]e gits:t)a;nrhh?l; :?:atﬁrpneigg: la recta z = n/2 e3 el ejo -r:unm-

)

0 n k3 x
H

Fig. 38
tria del arco correspondientadela curva y = (1/2) sen r (fig. 38), la esperanza
m:emit!oa de la vpa‘;insble aleatoria X es Iguallil /2, o slo% M =,

Hallemos la varianza. Para esto en la férmula (4) hacemos s = ) M(X)=
= n/2, entonces queda sSlo calcular la integral que determina M (X?); tencmos

+om n
MK = g 2 (z) d:=~;«- S 23 sen zdz=
—c [}

i 4
e [—z?cozs 242z 86m 242 cos ;e]’[}=—Ew (n2—4).
Por eso

D (X)=-;- (0 —4) _(%)z=-’;l—2,

o
= ]/'-"a_—z = 0,89,

829. La variable aleatoria X se caracteriza por la serie de distribu-
cibn:

2t 0 t 2 3 4

4] 0,2 0.4 0.3 0,08 0,02

Determinar la esperanza matemética y la varianza.
Resoluctsn, Por la f6rmula (1) la esp temdtica:

M (X) = 0-0,2 + £:0,4 + 20,3 + 30,08 + 4-0,02 = 1,32.

Vamos a determinar la varianza con ayuda de la férmula (4), tomando 2 = 2:
de ello M (X) — a = 1,32 — 2 = — 0,88. Construimos la tabla:

b
-
-
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) 0 1 2 3 4

2j—a —2 — o 1 2

(21— a)? 4 t 0 1 4
Pt 0.2 0,4 0,3 0,08 0,02
pi{xri—a)t 0,8 0,4 @ 0,08 0,08

Ahora hallamos

&
M I(X—::]’]E?_" Py (zj—e)3=1,36

D (X) = 1,36 — (— 0,68)* = 1,36 — 0,4634 = 0,8966;
0, =1/0.8966=0,95.

830. Una urna contiene 6 bolillas blancas y 4 negras. De ella se
extrae, una bolilla que Iuego se repone en la urna y las holillas se
mezclan. Esta operaciéu sa repite cinco veces, Tomando por variable
aleatoria X el nimero de bollilas blancas extraidas, es necesario
determinar la ley de distribucién de esta m&gnitud Su esperanza
matemdtica y su varianza.

831. Se la da funcién

0, si z<<0
flz)= {x (dr—2%, si 0<z<y
0, si xz=2.

iPara qué valor de A la funcién f (z) puede ser tomada por densidad
de probabilidad de una magnitud aleatoria X? Determinar este va-
lorde A, hallar la esperanza matemética y la desviacién tipica de la
variable aleatoria respectiva X.

§ 7. Moda v mediana

Se llama moda de una variable aleaforia discreta X a su valor més probable,

Se llama moda de una variabdle aleatorle continua X a su valor con densidad
de distribucién méxima. Designamos la moda con el simbolo .

Se denomina mediana de una variable aleatoria contipue X a su valor ptal,
para el cual es ignalmente probable que la variable aleatoria resulte menor
0 mayor que i, © sea,

P(X <p=P(X>p)=05.
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En lo gue concierne a la interpretacion geométrica, la modaes la abscisa de
aquel punto de la curva (poligono) de distribucién con ordenada mfxima. La
ordenada trazada en el punto con abscisa z = p divide por la mitad el drea aco-

fix)

1
|
1] M x

Fig. 39
tada por la curva de distribucién. Si Ja recta z = @ es ¢l eje de simetria de la
curva de distribucién y = { (), entonces M = p = M (X) = a (fig. 39).

832. Se da la densidad de probabilidad de la variable aléatoria

continua f (z) = e = (2 > 0). Haller la moda de esta variable.

Resoluetén. Hallamos ¢] méximo de la funcién y = f (x). Para esto encon-
tramos las derivades de primer y segundo 4

 (z)=2a (1—x) e35~%,  [" (2} = —2aex-x¥f fg (| —x)2 2222,
De la ecuacién f* (r) = 0 obtenemos z = {. Como '’ (1) = — 2ae < 0,
entonces en z = 1 la funcién f (z) presenta el maximo, ¢ sea, M = 1. No hemos

determinado los valores de la constante a, puesto que el méximo de la funcién
f (2) = aet===* no depende del valor numérico de a.

833. Se da la densidad de probabilidad de la varisble aleatoria X:
0 8 z<<O;
flz)= { r—a34, s 0<<z<2;
0, si z=>2.

Hallar la mediana de esta variable aleatoria.

Resoluetén. Hallamos la mediana p partiendo de la condicién P (X < p) =
= 0,5. En este caso

R e
o

Asf, pues, llegamos a la ecuacién p3/2 = ut/16 = 0,5, o bien p* — 8p* 4- B =
== 0, de donde p = & Vit V/ B. Entre las cuatro raices de esta ecuacién es
pecesario escoger la que estd comprendida entre 0 y 2. Por lo tanto, p =
=Vi— VB = 1,00

834. Se da la serie de distribucién de la wvariable aleatoria:

x4 10 20 30 40 50 B0

P 0,2 0.36 020 [ 045 | 008 | 0,02




Hsllar la moda.
835. Se da la densidad de distribucién de la variable aleatoria:

0, si z<2;
flz)= { a(z—2)(4—z) si 2<z<<4d
Ov si $>4n

Determinar el valor de @, la moda y la mediana.

8 8. Distr:bucién uniforme

Se dice uniforme a la distribucién de tales variables aleatorias en las cuales
todos los valores estin sobre cierto segmento [, b] ¥ tienen una densidad cons-
tante de probabilidad sobre este segmento (fig. 40). De este modo,

0, 81 z<<a;
flz}=1 h, 8l assz=b;
Lo, si >8

Puesto que h (b — a) = 1, entonces h = 1/(b — a) ¥y, por consiguiente,

0, i z<a;
f(:}-={ 1/(b—a), 8l a<zh;
0, 8i x> b

836. Determinar la esperanza matemética de una variable aleato-
ria con distribucién uniforme,

Resolucidn, Tensmos

b b i

z 1 i L] 1 5 —ga?
M )= | of (2 de= S e T e T
a a

o sea, M (X} == (a -+ b)/2 que es lo debe ser en virtud de la simetria de
dimﬂmciﬁn.] ¢ - o "

837. Calcular la dispersién y la desviacién tipica para una varia-
ble aleatoria con distribucién uniforme.
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Resoluctén. Utilizamos la férmula D (X) = — [M (X)]* teniendo
en cuenta el valor de M (X) (a + 0)1'2. problema’ precedente.
Por lo tento, queda

2 b p—a? W }-gb+a?
o~ S{(b—a) 3 .

b
1 1
M(X!):S = =09

De donde

b(x)
Por consiguiente

Vitobtat  (a4b)? _ (p—a)t
3 3 iz

21,/3"

838. Todos los valores de una variable aleatoria distribuida
uniformemente estin sobre el segmento [2, 8]. Hallar 1a probabilidad
de que la variable aleatoria tome un valor perteneciente al inter-
valo 13, 5l.

. Los tranvias de la linea urbana dada pasan con intervalo
de 5 minutos. Un pasajero se acerca a la parada del tranvia en un
momento determinado. ¢Cuédl es la probabilidad de que el pasajero
aparezca no antes que pase un miouto después de la partida del
tranvia precedente y no més tarde que dos minutos antes que salga
el tranvia siguienta?

& 9, Lay de distribusior tiromial. Ley de Poisson

Si la probabilidad de que se produzca nn evento aleatorio en cada
es igual a p, entonces, como es sabido, 1a probabilidad de que durante n pruebas
el evento sa produzca m veces se determina por la formula de Bernoulli:

Ppyn = CRp™g*-™ (donde g =1 —p).
Lz ley de distribucién de una variable aleatoria que puade tomar n - 1 va-
n), descrita por la férmula de Bernoulli, se llema biromial.

La }e-_v 'dé distribucién de una vamhl.e aleatoria X que puede tomar cuales-

qulera valores entercs no negativos (0, 1, 2, . . ., n), descrita por la férmula

PX ==mj=£;- e,

ha |l:|{do el nombre de Polsson.
i e

La ley de Pommu 6n de las probabilidades para las varia-
bles aleatorias

a) Suponam?g;u que afhra el intarvalo J0, N[ del eje Oz ge sitfian aleatoria-

msme Rp punto Ilegue a parar
to cualquiera, anterlorments fljado, da 1ongitud eouhm.e (por ejem-
‘plo, de longitud unitaril] son equiprobables,

Si N-+ oo, n-rony¢=1lmﬁ. una fable aleatoria X,
-1
igual al nimero de puntos que llegan a fw al segmento prefijado de longi-
tud unitaria (que puede tomar valores 0 « My .. -], 80 distribuye n
la ley de Poisson.
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b) 8i n es igual al nimero medio de Ilamadsa de los abonados que llegen
durante una hora a la central telefonica duda, entonces el nimero de llama
sue legan durapte un miouto se distribuye aproximadamente por la ley de

oisson, con ello a = n/BO0.

La esperanza matemética y la dispersién de variables aleatoriasdistribui-
d'milwtz la ley binomial ¥ le ley de Poisson se determinam por las férmulas
siguientes:

para la ley binomial: M (X} = ap; D (X) = npg;

para la ley de Poisson: M (X) = a; D (X) = a.

840. Una central telefénica automdtica recibe, por término medio
durante una hora 300 Ilamadas. jCual es la probabilidad de que ells
durante un minuto dado reciba exactamente dos llamadas?

Resolucién. Durante un minuto la CTA recibe, por término medio, 300/60 =
= 5 llamadas, 0 sea, ¢ = 5. Se requiers hallar P,. Utilizando la férmula de
Poisson, ballamos

Pomf =20 0,09,
841. En un libro de 1000 pdginas hay 100 erratas. (Cudl es la
probabilidad de que en una pdgina aleatoriamente escogida haya
0o menos de cuatro erratas?

Resplucidn, La cantidad media de erratas })am una pégina esa = 100/1000 =
= 0,1, En el caso dado conviene aplicar la [6rmula de Poisson:

0,1)m

Pmn%—- a0,
Aqui £, es la probabilidad de que se tengan m erratas en una pégina.

Si'm = 0, entonces Pp= e~ % si m =1, Py = 0,1 ,.ﬁﬁ: s m=2,
Py = 0,005.e=01; ai m = 3, Py = 0,000467-2-%L. La suma Py + P, + Py +
+ Py es la probabilidad de g]{.la en una pégina resulte no més de tres erratas.
Esta suma 65 igual a 1,105167.e-%'. Entonces la probabilidad de que en una
piigina escogida a) azar haya cuatro erratas, como mfnimo, es igual a

1—1,105167 ve0yt = 1—1,105167+0,904837 = 1—0,909896 = 0,000004.

842, Entre las semillas de centeno hay 0.4% de semillas de hier-
bas malas. (Cuél es la probabilidad de que al seleccionar al azar
5000 semillas se descubran 5 semillas de hierbas malas?

843. Determinar la espreranza matemética y la dispersién de la
frecuencia de m/n llegadas de un evento aleatorio durante » pruebas,
si la probabilided de que el suceso se produzca durante una prueba
eg igual a p.

844, Mostrar que la distribuciéon binomial se convierte, pasando
al lfmite, en distribucién de Poisson si n— oo, p— 0, pero np = a.

Indleacién: valerse de la igualdad

# 1 2 e
p— o™ (1) [1—MT) o (121 2"

y pasar al limite.
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845. Una variable aleatoria X estd subordinada a la ley de dis-
tribucién binomial P (X = m) = Cm p™g"-™, Determinar la es-
peranza matemética de esta variable aleatoria.

Resolucién, Tenemos

mn n n
M(X)= 3| mCRpmg* "= 3| mCypttm=np 3 o Ul
T me=1i

Pero

Poon_m nin—d) (3—2) S(a—mAd) _ met
T 1.2.8...(m—DLm et

Por consiguiente,
n
M (Xy=np 3] €m=ipm-1gln-1-m=1) _pp (p4g)°~1,
met

o sea, M {(X)=np,
846. Determinar la varianza de una variable aleatoria X subor-
dinada a la ley de distribucién binomial.

Resoluetén. Hallemos previamente la esperanze matemdtica de la variable
aleatoria X%
n

n
M (X2 = MG "= np Y m. Lc;:lpw-lq(n-u-(m-l)=
" n

=i me=1

L] n
=np 2 mc:l:‘lpm- !p(fl—ﬂ-(m-—!.}='m ( E (m—1; C:‘:|lpm_1 w«
e e

x gm==tm=1) 2“1‘ cx_-lipm-iq(n—n-m-n).

La primera de las sumas entre paréniesis ea la matematica de l=
variable aleatoria X subordinada a la ley hinanual PX=m—1)=
= CR-lpm-1.gin-1)~(m-1), por m ella &e jgual & (n — 1]p {véase el problema
Bw:edenl:e] La aegunda suma es igual a (p + g =

e suerts que M = np (n — p+np PsroD{X) = M (X% — [M (X)]%,
por eso]
D (X) = nip® — np? + np — n¥p* = np ({ — p) = npq.
847. Hallar la esperanza matemética de una variable aleatoria X

subordinada a la ley de Poisson P (X =m) = “""I"'

Resolucidn. Tenemne

M(X)= 2"‘ = ﬂﬂ Z ar:? 2 t;—-i)r .

m=0

L)
Pero ) -mT”r-sgﬂ, por consiguiente, M (X)=g.
m=



848, Hallar la dispersién de una variable aleatoria X subordi-
nada a la ley de Poisson.

Resoluctén. Pri encontramos

i M g~a & ™ a=a
MXY= Z m? %: E m-(-i-:T}T_—..
M

me=]

o aMe=n = aMea
= 2~ =g+ 2 oy
m=1

]
o2 gm=ls~a o am=1
=g Zi =8 = T E‘ {m—1)1 *
== RLt

| & primera suma es la esperanza matemética de la variable aleatoria X subor-
dinada a la ley da Poisson y la segunda suma es igual a 3. De aqui obtene-
mos M (X3 = a® + a.

Por lo tante, D (X) =g¢*+ g — a* = a,

849. La probabilidad de que un tirador dé en el blanco es i al
a 2/3. El tirador ha efectuado 15 disparos. La variable aleatoria X es
el ndmero de impactos. Hallar la esperanza matemé4tica y la varianza
de la variable aleatoria X.

Resolucién. Aqui conviene utilizar los valores de la esperanza matemdtica
y de la varianza para la ley de distribucién hinomial:

M(X)=np=15-213=10, D (X)= npg=15-2/3:4/3 = 10/3.

§ 10, Distribucién exponencial. Foncidn de Habilicad

De dnalogo de ta ley de Poisson para variables aleatorias continuas sirve
la lay exponencial, cuya funcion de densidad de distribuci6n es monoparamétri-
ce& ¥ tieme la forma

¢, s z<0;

1=)= —Ax
v.8i a0, donde A >0 es un pardmat tante.
La funcién de dish'inbuuién (Iu::i(:l 1nr.eg1::I; de hpl?y Epol;:urcti':f s;‘é

x x 1
Fla)= j y(:)azajar'“dm{—a'“.
[RFSY 1]

Por consiguiente,
0. si <20
F
(,,g{ f—e=tz 5 z30.
La probabilidad de que la variable aleatoria y tome los valores ecientes
ol intervalo (a, B) serd % v pesty
Ple<y<P=F{@) —F@=c™—
0 sea,
Pla<y<f)= et — A
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Las teristicas numéricas do la loy exponencial de distribucién es
fécil obtenerlas partiendo de la definicién de las mismas:

M |x]=§ zu-”dsu-’r, n[x1=j e~ Mz (M X))t =
] (]

=—mr=3s  olX1=V/ D=1,

0 sea,
M [X]=0 (X] =

En otras palabras, la m?nitud loversa del pardmetro A es la esperanza
matemética y la desviacibn tipica.

Si por T ee designa una variable aleatoria que exprese la duracién del fun-
cionamiento imﬁ”mgmﬁls. por ejemplo, de uwn elemento cualquiera y por &,
la densidad de fallas (pd medio de fallas en la d de tiempa), ¢
86 admite con frecuencia que la duracién del buen funsionamiento do eate ale-

mento es una variable aleatoria que se distribuye por la ley exponencial con la
funcién de distribucién » R T

Fy=P(@<t)=1—¢™, a>0.

La funcién de distribucién determina la probabilidad de fallo de un elemento
durante el tiempo 3.

Se Uama funcién de fiabilidad R (f) a la que determina la probabilidad del
buen funei iento de un el to durante un tiempo # R (1) = ™,

84%a. ¢Para qué valor de % la funcidm f (z) = ke-** (x> 0),

fiz) =0, si z<<0, serd la funcién de densidad de la ley expo-
nencial?

Iy

Resolucién. Es sabido que _‘ {(z) dz=1. Entonces
-

Sh_‘“ﬂ==i,
[]
De ello
k(—i;)]:mi, - =t
0 sea,

k= A

849b. La variable aleatoria X estd distribuida segiin la ley expo-
nencial f(z) = 4¢~** para z>0 y f(z) =0 para z << 0. Hallar
la probabilidad de que, como resultado de pruebas, X toma valores
pertenscientes al intervalo (0,2; 0,5).
Resolucign. Utilizamos la férmula
Pla<X<P)—e?_e B,
P(0,2< X < 0,5)=e 408 gmt: 0,8 mpm0,8__ o2

Py



Hallemos los valores de las funciones exponenciales en la tabla VII

(phg. §54); e.® = 00,4403, -2 = 0,1353. Por consiguiente,
P (0,2 << X < 0,6) = 0,4493 — 0,1353 = 0,314 ~ 31%.

849c. El tiempo de descomposicién ¢t de un tren con ayuda de la
albardilla es una variable aleatoria subordinada a la ley exponencial.
Designemos por A = 5 la cantidad media de trenes que la albardilla
puede descomponer en 1 hora. Determinar la probabilidad de que
el tiempo de descomposicién del tren sea: a) menor de 30 min, b) mayor
de 6 min y no menos de 24 min.

Resolucién. Partiendo de la funcién de distribucién de la ley exponencial
F{t)=P (T <t)=1— ¢ obtendremos:

a) la probabilidad de gque la descownposicién del tren ocupe menos de
30 min = 0,5 b serd

F(0,5)=P (T < 0,5)=4m—ed 08l —e 25 —1—0,082—
=0,818 para :'=-1r0.2 h;
_ b) la probabilidad de que el tiempo de descomposicién esté entre 6 y 24 min
sora

PO < T < 0,4)membr0, pmbe0yd = p=06 _ =2 e
=0,0065—0,1353=0,4712,

849d. La probabilidad de buen funcionamiento de un elemento
se distribuye segin la ley exponencial f (f) = 0,02 ¢-% (¢ > O).
Hallar la probabilidad de que el elemento funciona sin fallas 50 h.

Resolucién. La probabilidad de que el elemente funcione bien durante 50 h
se datarmin;sle_or la funcién de fiahilidad R () = ¢, 0 sea, R (50) = £=0,03-680=
= el = (,3679.

84%e. La variable aleatoria continua X estd distribuida por la
ley exponencial f(z) =25 e** si 220y f(z) =0 si z<<0.
Hallar la esperanza matemética, la varianza y la desviacién tipica.

849f. La variable aleatoria continua X estd distribuida por la
ley exponencial con funcién de densidad

[ 0, si x<O;
F@A=] 7012, & z>0.
Hallar la probabilidad de que, como resultado de las pruebas, X
tome los valores pertenecientes al intervalo (0,15; 0,6).
849g. Hallar la esperanza matemdatica de la distribucién exponen-
cial definida por la funcién de distribucion
0, g xz<0;
F(’:)={ 1—e0 8=, & 20,
848h. El tiempo de descomposién ¢ de un tren con ayuda de la

albardilla es una variable aleatoria subordinada a la ley exponencial.
Designemos por A=>5 la cantidad media de trenes gque la albar-
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dilla puede descomponer durante una hora. Determinar la pro-
habfgi;;.ja]? de que el tiempo de descomposicién del tren sea mayor
de 0,3 h.

849i. La duracién del buen funcionamiento de un elemento
tiene la distribucién exponencial F(z)=1—e-0.92% >0, Hallar
la probabilidad de que durante el tiempo ¢ =24 h:
a) ¢l elemento falls, b) el elemento no falle.

849j. La probabilidad de buen funcionamiento de un televi-
sor estd distribuida por la ley exponencial f(t)==0,002 e-0.02t,
t>0. Hallar la probabilidad de que el televisor funcione bien
durante 1000 horas.

§ 11. Ley de distribucién normal. Funcién de Laplace

La ley de distrtbuclén normal se teriza por la densidad

)= f-(xmm)2(208)

1
eVin
Mo es dificil ver que la funcién f (z) sa‘tisfuc:dos condiciones que debe reu-

nir la densidad de distribuci6 1)](2])0;2)5}[3):‘3:1.

-0
La curva y = f () tiene la forma representada en la fig. 4f. Ella ea simé-
trica con respecto nlfa )recta z = m, la ordenada méxima de la curva (para z =

Fig. 41

= m) es igual a 1/(0)/ 2x) y el oje de abscisas sirve deasintola de esta curva.
“+oo

Pueslo que S.:,! (x) dz = m, el pardmetro m es la tomatica de la

-
+ea
variable aleatoria X. Por otro lado, j (£ — m)® f (2} dz = o?, de donde

D () = b o soa, @ g9 Ia desviacién tipica de la variable X.
AR h e

2 T 2
D (z)= —— -,
(z) 'l/u 3; ' ]

ey
(3]
-



La funcién @ (z) se Hama funcién de Laplace o integral de probabilidades.
Esta funcién se denomina también funcidn de erroresy se designa por erf z. A veces

se utilizan también otras formas de la funcién de Laplace, por ejemple, & (z) =
x

1
—— = | ¢""24: {funcién normada de Laplace) que estd enlazada con la fun-
vE-) )
cién de errores © (z) =]%£ j.“'ez por la relacién @ (z) = 0,5 © (2/|/ D),
0

o bien O (z1/2) = 0.5 @ (z).

Para calenlar los valores de la funcién de Laplace se utiliza una tabla
especial (véase la tabla Il en la pég. 449).

La probabilidad de que una variable aleatoria X subordinads a la ley nor-
mal va{: a parar al segmento Ja, bl se determina por los valores de la funcién

de Laplace, valiéndose de la férmula
b—m ga—m\”
Pe<x<t=05{0 ot (oVE)J'
[- P lasr rl_\_‘ 2 2 ¥, dﬁh- Y3 del'l

0
18, @ {0j=0, ya quej e Par=0;
o

2 ¢ 18 2 n
<. =1, L] = = —— —_—
22, @ (~+oo)=1, puesto que @ (+ oo} Ve 5] e~ Vdt 7 -%— 15

L ] {? 89 una funcién impar.
Es vilida también la férmula
]
P(lX—m|<e)=0 (m) :
Con ayuda de esta férmula se puede hallar la probabilidad de que una variable
aleatoria subordinada a la ley normal vaya a parar a un intervalo simétrico
con respecto al punto m.

850. Una variable aleatoria X estd distribuida segin la ley nor-
mal con esperanza matemética m = 40 y varianza D = 200. Calcu-
lar la probabilidad de que la variable aleatoria tome un valor
perteneciente al intervalo 130, 80[.

Resoluclén. Aqui o= 30, b= 80, m = 40, o = |/ 200 = 10}/ Z; valién-
dose de la tabla II en la pég 449, hallamos

80—40 30—40

— | —@ -} |=
iovﬁ-Vz) (101/5.1/2}]
—=0,5{® (2)+ @ (0,5)] =0,5 [0,085+0,521} =0,758.

P(30< X <80)=0,5 [w (

851. Se considera que la desviacién de la longitud de las piezas
fabricadas respecto al esténdar es una variable aleatoria distribuida
por la ley normal. Sila longitud estindar es igual am = 40 cm y la
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desviacién tipica es igual a ¢ = 0,4 cm, entonces jque precisién
de la lungié.ud del articulo se puede garantizar con una probabili-
dad de 0,87

Resolueién. Se exige hallar un nimero positive e tal que|P (| X — 40 | =<
<< g} = 0,8, Puesto que
P(1X—40| <=0 (

. -
0,412

el problema se reduce a la solucién de la desigualdad @ (1,77 e) > 0,8. Con
ayuda de la tabla I1 determinamos que 1,77 & > 0,91. Queda por hallar el valor
minimo de & que satisfaga esta desigualdad, de donde e = 0,52.

852. El tiro se ejecuta desde el punto O a lo largo de la recta Oz.
El alcance medio de vuelo del proyectil es igual a m. Suponiendo
que el alcance de vuelo X estd distribuido por la ley normal, con
disviacién tipica o = 80 m, hallar qué porcentaje de proyectiles
disparados ofrecerd un tiro largo de 120 a 160 m.

853. Una variable aleatoria X estd subordinada a la ley normal,
con esperanza matemética m y desviacién tfpica o. Calcular con una
precisién de 0,01 las probabilidades de que X tome valores pertene-
cientes a los intervalos Im, m + ol, Im + ¢, m + 20l, Im <+ 20,
m + 3al.

854. Mostrar que la probabilidad de que una variable aleatoria X,
con la esperanza matemdtica m y desviacién tipica o, subordinada
a la ley normal, tome un valor perteneciente al intervalo Ja, bl que
no cambiaré si cada uno de los nimercs a, b, m y 0 aumenta A veces
(> 0).

854a. La masa de un vagén es una variable aleatoria distribuida
sagiin ]a ley exponencial con esperanza matemdtica de 65 t y desvia-
cién tipica o = 9 t. Hallar la probabilidad de que el tren de turno
tenga una masa que no exceda de 70 t, pero no sea menos de 60 t.

854b. Una variable aleatoria X estd distribuida segin la ley
normal con esperanza matemética a = 6 y desviacién tipica o =
= 1. ¢Cuél es la probabilidad de que, como resultado de pruebas,
X tome un valor perteneciente al intervalo [4, 7].

854c. El taller fabrica varillas cuya longitud I es una variable
aleatoria distribuida segiin la ley normal con esperanza matematica
y desviacién tipica iguales a 25 y 0,1 cm, respectivamente. Hallar
la probabilided de que la desviacion de la longitud de la varilla
en uno u otro sentido a partir de la esperanza matemdtica no rebase
loz 0,25 cm.

854d. Al pesar un cuerpo se ha obtenido un peso medio a =
= 12,3 N; la desviacién tipica del peso distribuido segiin la ley
normal ¢ = 0,03 N. ;Qué desviacién del peso del cuerpo a partir
del peso medio se puede garantizar con una probabilidad de 90%?

854e. El tren se compone de 100 vagones. La masa de cada vagén
es una variable aleatoria distribuida segiin la ley normal con esperan-
za matemdtica a = 65 t y desviacion tipica ¢ = (1,9 t. La locomoto-
ra puede tirar un tren cuya masa sea de 6600 t, como maximo, en

)=m{1,17e).
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otro caso es necesario enganchar una segunda locomotora. Hallar la
probabilidad de gque no haga falta enganchar la segunda locomotora.

854f. E]l didmetro de una pieza que se fabrica en un torno es
una variable aleatoria distribuida segiin la ley normal con esperanza
matemética 2 = 25 cm y desviacién tipica o = 0,4 cm. Hallar la
probabilidad de que dos piezas tomadas al azar tengan una desvia-
¢ion, en valor absoluto, con respecto a la esperanza matemética, que
no exceda de 0,16 cm.

Resoluctén. Eg sabido que la probabilidad de que una pieza, tomada al
azar, ienga la desviscién § en uno u otro sentido con to a
matemdtica, es igual a

L3 a ¥

Pla~b<X<a+8=P(|X—a|<b=20 [-g—) :

De aqui

0

P(1X—251<0,16) =23 ( 0 ) =2 (0.4 =2-0,1554=0,3108.

Entonces para dos piezas tomadas al azar la probabilidad buscada serd

0,3108% == 0,096.

854g. La variable aleatoria X estd subordinada a la ley normal
con esperanze matemdética @ = 1,6 y desviacién tipica o = 1.
Calcular la probabilidad de que en cuatro pruebas la variable aleato-
ria[tonﬁlﬁ. al menos una vez, un valor perteneciente al interva-
lo [1, 2.

Resoluctén. La probabilidad de que la variable aleatoria X tome un valor
perteneciente al intervalo [1, 2] la calcul or la férmul

PlcX<2)=0

218 -__..._.‘*f'“ =T(0.4)+T(0,6)=

1 —
=0,1554+0,2257 =0,3841.

Entonces la probabilidad de que la variable alsatoria no caiga en el interva-
lo [4, 2] en una prueba, es igual a 1—0,3811 = 0,6189, y en cuatro pruehas setd
0,5139\3? 0,4487. Por lo tanto, la [probabilidad buscada serf 1—0,1487 =

854h, El difmetro de una pieza fabricada ea una variable aleate-
ria subordinada a la ley normal con esperanza mateméitica de 5 om
y desviacién tipica de 0,9 cm, Hallar: a) la probabilidad de que una
pieza tomada al azar tenga un didmetro dentro de los limites de 4
a 7 cm, b) la probabilidad de que el tamafic del didmetro de una
pieza tomada al azar se distingue de la esperanza matemética en ng
més de 2 cm; ¢en qué limites conviene esperar el tamafio del didme-
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tro de la pieza para que la probabilidad de qgta el tamafio indicado
no salga fuera de estos 1imites sea igual a 0,95.

Resoluciin, a) P(6<¢{73-=6( ET: )—'6-(‘%‘55—)-‘6 2,22+

+@ (1,41) =0,4867+0,3664=0,8531; b) P (;&-5;.:2)-26(&_:) =2F(2,29)=

=0,0784; ©) P (jd—5]< §)=25 (a%)=e.ns. ] (0—55)=e.475.
Por Ia tabla de valores de la funeién normada de Laplace tenemos
s=1,96, 8=1,75.

854i. La variable aleatoria X estd subordinada a la ley normal
con esperanza matemética igual a 2,2 y desviacion tipice igual a 0,5.
¢Quaél es la probabilidad de que en la primera prueba la variable
aleatoria tome un valor perteneciente al intervalo [3, 4] ¥ en la
segunda prueba, un valor pertensciente al intervalo {1, 2]?

854j. La variable aleatoria X estd subordinada a la ley normal
con esperanza matemdtica igual a 65 y desviacion tipica igual a 4,1.
&Cudl es ia probabilidad de que en la primera prueba la variable
aleatoria tome un valor perteneciente al intervalo [55, 60] y en la
segunda prueba, un valor perteneciente al intervalo [70, 75]?

854k. La variable aleatoria X estd distribuida normalmente con
esperanza matemética @ = 10. §Cuél debe ser la desviacién tipica o
de la variable aleatoria para que con una ;irobnbilidad igual a 0,8

la desviacién, en valor absoluto, & partir de la esperanza matemética
no exceda de 0,2.

§ 1 Momenios, asime vt ¥ £xeesn

de una veoable slesvoria

Se llama momento inicial de s-6simo orden de une variable aleatoria discre-
ta X definida por la serie de distribucién:

Xy EN EN —— Tn

Pi B L. L] Pn

2 Ja suma de la serie
Cp=2 P+ 2 Pt o TPt
Para una variable aleatoria continua X con densided de distribucién
fiz} se demomina momento iniciel de s-simo orden a Ia integral a,=
4o
= I =if () dx.

_ﬁo es dificil ver que el momente inicial de primer orden de una

variable aleatoria X es jgual a la esperanza matemitics de esta magnitud
aleatoria: o, =M (X).
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Se llama momento central de s-ésimo orden de una variable aluator:u
X ala suma de la serie py={z, — my)*- pl+(.t&—m,,)’ + - frp—mg)
% Pn+-.., donde ms es la esperanza matematica de ln variable nleulnrfn X.

Para una variable aleatoria continua se llama momento central de
+o03

s-ésimo orden a la integral p,= S (2 —mgx)f {z) dx,

P'ara una variable aleatoria cualquiera ol t tral de primer orden
e igual a cero, o sea, py = 0.
El momento ceniral de segunde orden de una variable aleatoria cualquiera
@8 igual a la dispersién de la variable aleatoria, 0 sea, p, =
Los momentos centrales e iniciales de primero, segundo, tercero ¥ cuarto
orden estin v lados por las rel

m=0, By =a; — af,
Iy = g — 3uyeey + 2af, Ba = oy — dogty + Bafe; — Jut.

Si Ja distribucidn es simétrica a la esp
todos los momentos centrales de orden impar son igueles n cero, o sea, p =

=pa=p=...=0

f{x} itx) T
$,<0
[+] x
Fig. 42 Fip. 43
La relacién entre ol to central de tercer orden y el cubo de la desvia-

cién tipica se llama asimetria: Sy = pglof.

La curva de distribucién ha recibide el nombre de kistograma.

Si la distribucién rs simétrica con respecto a la esperanza malemdtica,
entonces Sy = 0

En las?igs. 425 43 se muestran los histogramas para S > 0y Sp< O

Se llama exceso de una variable aleatoria X a la maumtu E, determinada
por la igualdad E, = pyfof — 3. Para la ley de distribucion normal E, = 0.

Lag curves de crestas mas en acion con la normal (la, Hamada
curva de Gauss) {poaeen un exceso positivo; para las curvas de crestas mas planas
E, <0 (lig.

855. Se da la serie de distribucién de la variable aleatoria X:

Pi 0.1 0,4 0,2 0,2 0,1
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Hallar los momentos iniciales y centrales de los primeros cuatro érde-
nes de esta magnitud aleatoria, determinar también la asimetria
v el exceso.
Resolucidn. El momento imeial de primer orden
ay=1-01 4 3:0,4 4 5:0.2 + 70,2+ 9-0,1 = 4,5.

£(x)

Fig. 44

El momento inicial de primer orden es la esperanza maolemitica, por eso
M (X} = 4.8,

Hallamos el momento micial de segundo orden:

ay = 1-0,1 -+ 90,4 + 25-0,2 4 49-0.2 + 81-0,1 = 26,6.
El momento inicial de tercer orden es
ay = 10,1 + 27-0,4 + 125-0,2 + 343.0,2 + 72001 = 1774,
£1 momento inicial de cuarto orden
oy = 1:0,1 + 84+0,4 + 625-0,2 + 2401.0,2 + 8561-0,1 = 1203.8.

Determinamos ahora los momentos cenirales. Es sabido que py, = 0. El

momento central de segundo orden se encuentra por la idrmula
Py = @3 — of = 26,6—4,6° = 26,624,168 = 544.

Este momento central es la dispersién de la variable aleatoria, o sea, D (X} =

.l?li‘aqui es fdcil determinar la desviacién tipica:
0= D(X)=V5 =233
El momento central de tercer orden se hallard per Ja [Grmula
Hs = Gy — a0z + 208 = 177,4 — 3-4,8:26.6 + 2-4,6° =
= 177,4 — 367,08 - 194,872 = 4,902,
Ahora po es dificil determinar la asimetria:
S‘#‘%:s.:&?:?33=;2%="'3%
Para el momento central de cuarte orden ulilizamos la férmula
Be = @4 — dogay + Godoy — 3uf = 1203,8—4-4,6-177,4 + 6-4,6%-28,6—
—3.4,64 = 1293,8 — 3264,16 + 3377,136 — 1343,227 = 64,55,
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Ahora se puede encontrar el exceso:

E,=—§l——a=—gﬁi§5r——3=%;g§ms-z.m—s- —0,82.
856. Se da la funcién
Q, si x=z0;

arl, si Osz<1;
fa)= a(2—2)p, si 1<e<<2;
0, si =2

(fig. 45). {Para qué valor de a la funcién f (z) es 1a densidad de distri-

Fig. 45
bucién de la variable aleatoria X? Determinar los momentos iniciales

y centrales de primeros cuatro érdenes, la asimetria y el exceso.

Resoluctén. Para hallar o tenemos la ecuacién
1

H

a Sx’dx+s 5 E—zdz=1,
o 1

de donde

2By, &gl
@ n_"—ii_ln_ 1; 3 -+ 3 =1, o sea, =&
Hallamos los momentos iniciales:
o

1 2
= Sa‘d=+% j: @z deme 4 (-t F)
o 1

1 2
oy = 13'— 5 zidzr+ %-523(2—x}3 dr=

] i
3, 3 r4a 423 45 98,
=wtz [T +F]=wt-Trp=s

2 10
1 2
G.?%j:‘d:+g—5:5(2—x]'dt=
0
3,3 4 #2445 186, 63, .
=wt o[ #-F* )= tT T
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11::‘&:-1—-; 5:‘(2—1'}' dr=

3 4z° L L 188 22
"""H"‘T[‘E“‘T"‘TJC‘TX“‘ o+ =135
Hallamos los momentos centrales:
=0
Pp= oy —of = fi—1 =04
Py == g — 3oyt + 20] = 4,3 — 344+ 2=10

(en efecto, la curva tiene un eje de simetria vertical);

e =g — oty 0t + Barfory ~ g =1 %—;.s,a+e-1.{-s=—

De aqui obtenemos:
D{(X)=py;=0,1 (varianza);
8. =1/ D{X)=1/0,5=0,316 {desviacién tipica).
Encontramos la asimetria: Sx=p,/0f=0.

Hallamos el exceso: E,.—ﬂ'— —3= #%5——3_——1_’,- .

857. Se da la serie de distribuciéon de la variable aleatoria:

x) 2 & 8

Pi 0.4 0.3 0,2

0.1

Hallar los momentos iniciales y centrales de los primeros cuatro
érdenes de esta variable aleatoria, determinar también la asimetria

¥y el exceso.

858. La densidad de distribucién de Ja variable aleatoria X estd

definida del modo siguiente:
0, si <<l

x, si 0<<a<<{;
@)= 2_z & 1<z<;
0, i z=2.

Hallar los momentos iniciales y centrales de los primeros cuatro

6rdenes, la asimetria y el exceso.

859, Una variable aleatoria X estd subordinada a la ley con den-
sidad de distribucién § (z) = he-*. Determinar el valor de A y el

exceso de la variable aleatoria X.



§ 13. Ley de los grandes nimeros

1. Teorema de Chébishev. Se dice ?ue uny variable aleatoria X counverge
en ]ﬁol:lahilidad hacia a si para un n suficientements grande se cumple la desi-
gualda;

Pl Xp—al<e)=>1-—4,

donde ¢ ¢s un niimero positivo pequeiio arbitrario y el valor de § depende de la
eleccién de ¢ ¥ n. Ateniéndose a los términos usados en la definicidn dada, el
teorema de Chébishev puede ser enunciadu del modo siguiente: para un niimero
sufici 4 d prusbas independi la media aritmética de valo-
res ohservados de una variable aleatoria converge en probabilidad hacia su
esperanza matemitica, o sea,

pf | (éixg}/n—ﬁf (X) i <e)>1-—8.

En esta desigualdad se puede tomar 0 < 6 -:%:-rxl , donde D(X) esla
varianza de la variable aleatoria X.

E] teorema de Chébishev os una de aquellas leyes de los grandes niimeros que
ﬁi\'gn de base para todas las aplicaciones pricticas de la teoria de las probabi-

ades.

2. Teorema de Bernoulli. El leorema de Ja. Bernoulli es otra ley, més
simple, de los grandes nimeros (que ba sido descubierta antes que las demas).

El teorema de Bernoullt enuncia que para un sumento ilimitado del nifmero
de ,ll':rwbas la frecuencia de un suceso aleatorio converge en probabilidad hacia la
probabilidad del evento, o sea,

P(l%—p!{s)}iﬂﬁ

[adem.és 3¢ puede tomar que 0 <8 << %:). si la probabilidad del eventono
cambia de una prueha a otra y es igual a p (g =1 — p).

860. Una moneda se arroja 1000 veces. Evaluar superiorments la
probabilidad de que la frecuencia de aparicién de la cara se desvie de
laiprobabilidad de su aparicién menos gque en 0,1.

Resoluctén. Aqui n = 1000, p = ¢ = 1/2, e = 0,1. Utilizando la desi-
gualdad (1), obtenemos)

(|t <0 )> -t

Como la desigualdad | %—%' < 0,4 es equivalente a Ia desigualdad doble
4000 << m << 600, se pusde decir que la Tmbahilidsd de que el niimero de sali-
das de la cara se encuentre en el intervalo J400, 600f es mds de 39/40.

861. En una urna hay 1000 bolillas blancas y 2000 negras. Se han
sacado (con reposicién)} 3000 bolillas. Estimar superiormente la
probabilidad de que el niimero m de bolillas blancas extraidas satis-
faga la desiguaidad doble 80 < m << 120.

230



Fesolucidn. La desigualdad doble dada se puede escribir en la forma

£ 1 m 1 1
00 < =100 << 20, © h“n-'ﬁ'{ﬁ_T{'ﬁ"

De ?uarts ?ue se requiere evaluar la 1|:1‘0I:al:ilidnd de la desigualdad
hinz . = —
|ﬁ_Tl{ =i por consiguiente, e = =Y

(|t |<a)>1-

862, Supongamos que como resultado de 100 pruebas independien-
tes han sido determinados los valores de la variable aleatoria X:
Zy, Tgy « - oy Tiggr Sea la esperanza mateméAtica M (X) =10 y la
varianza D (X) = 1. Estimar superiormente la probabilidad de que
el valor absoluto de la diferencia entre la media aritmética de los

1323 _ 5
- 6

100
valores observados de la variable aleatoria (3))/100 y la esperan-
=1
za matemdtica sea menor que 1/2.
Resolucidn., Valgimonos de la desigualdad

n
D
» ( |(E n)/n—-Mn‘X}l{s) >1— "Ef) .
i=1
Haciendo n = 100, M (X) =10, D (X) = 1, & = 1/2, obtencmos

oo
1 1 2
o ( | (E:‘)/'m_wlc'ﬁ') =T =5
Por lo tanto, la probabilidad buscada es mayor que 0,98,

863. En cada una de dos urnas hay 10 bolillas, numeradas del
1 al 10. La prueba consiste en sacar de cada urna una belilla con
reposicién, La variable aleatoria X es la suma de los niimeros que
llevan las bolillas extraidas de dos urnas. Han sido realizadas
1000 (?ruehas. Evaluar snperiormente la probabilidad de que la suma
1

3 z, tome un valor perteneciente al intervalo [800, 1400].
fe=1

Resotucidn. Determi la ley de distribucién de la variable aleatorin X,
Esta magnitud aleatoria (la suma de los nimeros que llevan las bolillas ex-
traidas de dos urnas) puede tomar valores: x; = 2; x, = 3; .. ., x,, = 20.

Hallamos la probabilidad de qua X tome el valor =, = k 4- L. 5i k< 10,
entonces la suma de los nimeros que llevan las bolillas sacadas puede ser igual
a k4 1 en los k casos equivalentes siguientes:

la primera holilla estd marcada con el nimero 1; la segunda, con &;
la primera bolilla esti marcada con el nimero 2; la segunda, con k — 1;




Comao Ja probabilidad de cada una de estas combinaciones es igual a (1/10} %
¥ {1/10) = 1/100, entonces la probabilidad py; de que en cada par de bolillas
se obtenga la suma de los nimeros igual a k + 1 (si k< 10) es de £/100. De
suerte que py = MA00D (si k< 10).

Si k = 10, la suma de log nimeros que llevan dos bolillas extreidas puede
serzagmlha k + 1 en los casos equiposibles siguientes (cuya cantidad es igual
a 20— &)

la primera bolilla estd marcada con el mimero k—9; la segunda, con el 10;

la primera bolilla estd da con el ni k—8; la segunda, con el 9;

1a primera bolilla csté marcada con el nimero 10; la segunda, con el k—9.
Puegto que la probabilidad de cada una de estas comhinacin?iaaues, como antes,

igual & 1/100, entonces para k > 10 tenemos py = (20 — k}/100.
Para determinar M (X) y D {X) confeccionamos la Labla:

i G Py PpEp =M | [ - MR | oy L - MU
1 2 0.0 9,02 -0 81 0,84
2 3 0,02 0,06 —5 B4 1,28
3 4 0.03 0,12 =7 49 1,47
4 5 0,04 0,2 6 36 1,44
5 6 0,05 0.30 —5 25 1.25
& 7 0,06 0,42 ] 16 0,96
12 8 0,07 0,58 —3 9 0,63
8 a9 0,08 0,72 -2 4 0,32
9 10 0,069 0,90 -1 1 0,00
10 " 0.10 1,t0 0 ] 0
i1 12 0,09 1,08 1 1 0.09
12 13 0,08 1,04 2 4 0,32
13 14 0.07 0,08 3 ] 0.63
14 15 0,06 0,00 4 16 0,98
15 16 0,05 0,80 bl 25 1,45
16 17 0,04 0,68 B 36 1.44
17 18 0,03 0,54 7 49 1,47
18 19 0.02 0.38 8 64 1,28
19 20 0,01 0,20 B 8 0,81
by, 1,00 1.0 — - 18,50
Da este modo,

19
M (X) 3] przs=11, D(X)=16,5.
L |
Es evidente que

100 100
(B00< ¥ u< 1400) <= (—300{2 2p—1100 < 300) <=>
is=1 i=]
160 100
—3< (3 u) /10011 <3<=>|(3) 21)/100—11|<3.
i=i i=1
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Asi, pues, e=3, Por consiguiente,

P(H%o:; )/‘°°—ﬂ|‘='-3)>!—3:ﬁf’.=_=0.uaz.

864. Un dado de seis caras se lanza 10 000 veces. Estimar la
probabilidad de que la frecuencia de sslida de seis puntos se desvie
de la probabilidad de salida del mismo nimero de puntos menos
que en 0,01,

865. La urna contiene 100 bolillas blancas y 100 negras. Se han
sacado con reposicién 50 bolillas. Evaluar superiormente la proba-
bilidad de que la cantidad de bolillas blancas entre el ndmero de las
sacadas satisfaga la desigualdad doble 15<Cm < 85,

866. Como resultado de 200 pruebas independientes han sido
hallados los valores de la variahle aleatoria zj, &y, « + -1 Z00, ademés.
M (X) =D (X) =2. Estimar superiormente la probabilidad de
que el valor absoluto de la diferencia entre la media aritmética de-

200
valores de la variable aleatoria (Ez,}ﬂﬂﬂ v la esperanza matemé-

tica sea menor que 1/5.

¢ 14. Teorema de Moivre-Laplace

Si se realizan n pruebas, en cada una de las cuales la probabilidad de que
86 produzca el evento 4 es igual a p, entonces la frecuencia min de produccio-
nes del evento es una voriable aleatoria distribuida por la ley binomial; la
esperanza matemética y la varianza de esta variable son iguales a p vV pain,

B —
respectivamente. Lu variable aleatoria t, = TT‘? con esperanza malemé-
tlca igual a cero y varianza unilaria, bha K 3 bre de § ia mor-
mada del suceso aleatorio (su distribucién es también binomial).

El teorema de Moivre-Laplace enuncia que para un crecimiento ilimitado.
del mimero de n pruebas la ley binomial de distribucién de la frecuencia nor-
mada se convierte, pasando al limite, en distribucién normal con la misma
esperanza matemdtica (iqual a 0) y la misma varianza (igual a 1). En virtud
de esto, cuando hay grandes valores de », para las probabilidades de las desigual-
dades a las cunles debe satis{acer la frecuencia (o el nimero de salidas) del aven-
to, sa puede utilizar una estimacién aproximada con ayuda de la integral de-

rahnsih lidades (funcién de Laplace), es decir son vilidas las {6rmulas aproxima-
as siguientes:

Pla<BzP cp)=p il L P
(s Vom - ) (a{ V rpa )z
1 b a \°
~r[eF-6n)]:
867. ;Cuél es la probabilidad de que durante n pruebas el even-
to A se produzca de @ a P veces? La probabilidad de producirse el
evento A es igual a p.

i
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Resolucidn, Ea evidente que

T—hp

(s<E<t) = (o ta VR <z <np+5V R
V'npg

Tomsmos _np-+a Vrpg=o. np4-6 Vapg=f. De aqui, a=(z—

—pnp)\/ npg, b=(B—=np)/}/ npg. Aplicando el teorema de Moivre-Laplace,
ohtenemos

g b B—np - og—np |’
Pa<X<p=—[0 (“_vm) D (_virw)J
868. La probabilidad del evento 4 para cada prueba egigual a 0,7,
Cuéntas veces es suficiente repetir la prueba para que con una pro-
babilidad de 0.9 se pueda esperar que la frecuencia de produccién
del evento 4 se desviard de la probabilidad no més que en 0,052

Resolucién, De la condicién dada resulta que %—o‘? < 0,05. Por lo

tanto, 0,65 n << X < 0,75 n. En la férmula obtenida durante la resolucién del
problema 867 pongamos o = 0,65 n, f = 0,75 n. Entonces

POBSR<X<0Tinm=
~tlo (PR o (Vinatag) |- (%2

De Ia ecuacién ® () Zn/20) = 0,9, utilizando la tabla I1 en la pég. 449,
hallamos |/ Za/20 = 1,47, o ses, n = 278,

869. ;Cuél es la probabilidad de que efectuados 100 lanzamien-
tos de la moneda la cara salga de 40 a 60 veces?

Indicacign: aprovechar el resultado de resolucién del problema 867 para
a=40, f= 60, n= 100, p = g = 1/2.

870. En la urna hay 80 bolillas blancas y 20 negras. ;Cuéntas
bolillas es necesario sacar (con devolucién) de la urna para que con
una probabilidad de 0,95 se pueda esperar que la frecuencia de salida
de 31;% bolilla blanca se desviard de la probabilidad menos que
en 0,1?

§ 15. Sistemas de variables aleatorias

Con Irecuencia el resultado de una prueba no se describe por una sola varia-
ble aleatoria X sino por varias magnitudes: X;, Xy, . . ., X,. En este caso se
suele decir que las variables aleatorias indicadas forman el sistema (X1,

2y ==y dple

El sistema constituido por dos variables aleatorias (X, ¥) se puede repre-
sentar por un punto aleatorio sobre el plano.

El evento consistente en que el punto aleatorio (X; ¥) toma un valor perte-
neciente al campo D suele designarse en la forma (X; Y= D.
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La loy de distribucién de un sistema de dos variables aleatorias discretas
puede estar definida con ayuda de la tabla

b4
Y1 ¥ ses In
x 2
EF Pu Pra oo Pin
Iy 21 Py —as Pyn
Im Pmy Pmy Prmn

donde 2, <z, < ...< < W2<...<<Yn, Pys €9 la probabilidad del
evento vf:onsis?.snl.e en el nfl'x]lliln'ljent:: simultdneo de lgs desigualdades X = =z,

m n
Y = y;. Con ello 2 pif = 1. La tabla puede contener un conjunto infi-
1

fmal
nito de filas y columnas.
La l? de distribucién de un sistema de variables aleatorias continuas (X, ¥)
vamos a definirla con ayuda de 1a funcién de densidad de probabilidad f (x, y).
La probabilidad de que un ‘funto aleatorio (X; Y) se tncuentre en el cam-
po D se determina por la igualdad

PIX; V) C D= { [ 1 (2, vy dzay.
B

La funcién de densidad de probabilidad poses las propiedades siguientes:
18 f(z, y) =0.

+ra 4o
2§ §se wasa-r.

-'ﬂ -

5i todos los puntos aleatarios (X; ) pert & un campo finite D, enton-
ces la iltima condicién toma la forma

ij{x. pydz dy=1
D

Las esperanzas matemdticas de las variables aleatorias discretas X e ¥ que
forman parte del sistema se determinan por las formulas

mon m n
my=M (X}= E 2 ey my=M(Y)= 121 El YiPiy
= =8

(C =
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v las esperanzas mateméticas de las variables aleatorias continuas, por las
férmulas

oo oo 4o doe
me=M(X)= S Sz-f{x, ydzdy, my=M (Y})= 5 _‘ y-1 (x40 dx dy.

El punto (my; my) se lama centro de dispersién del sistema de variables
aleatorias (X, Yai

Las esperanzas mateméticas my y my, se pueden determinar también més

pl Le si las variables al ias X & Y son independientes. En este caso,
Eam‘audo de las leyes de distribucién de estas variables alestorias se puede

allar las esperanzas matemélicas m, y my con ayuda de la formula citada en

el § 6 de este capitulo.

Las varianzas de las variables aleatorias discretas X e ¥ se determinan por
las férmulas

m m

m i
D)= 3 !g: Piyz—ma), D(¥)= 3} 3 pisluy—my)t.
1=t

] jam

Las varianzas de las variables aleatorias continuas X e ¥ que forman perte
del sistema se hallan con syuda de las fSrmulas

400 o0 +30 oo
D(x)= 5 5(’_"")"”" yidedy, D(Y)= 5 5 (y—mg)? %

X f (2. y)dxdy.

Las desviaciones tipicas de variables alealorias X e ¥ se determinan por
las férmulas

oe=V DX, oy=1VD0}-
Para calcular las varianzas pueden aplicatse las [Grmulas
D(X)= M (X — (M (X)), D(¥)=M{F)—[MD)NP

Un papel importante en la teoria de sistemas do variables aleatorias perte-
pece al \lamado moments de correlacién (covarianza)

Cop = M [(X — my) F — m)].

Para variables aleatorias discretas el to de correlacidn se fia
por la f6rmula

Cxy= % E (2n—mz) (Fm—my) Prm

¥ para variablés aleatorias continuas, por la férmula

+oo oo

o= | | e—ma@—mp1 nazay.

- -0
E] momento de correlocién se puede hallar también por la férmula

Cay = M (XY) — M (X) M (¥).
Aqui

M (XY)HE E TndmPmn
m n
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para variables aleatorias discretas X e ¥ y
dao oo
wan={ { e noeaw

=00

para_variables continuas.
Las variables aleatorias X e ¥ so llaman tndependientes si la probabilidad
de tomar una de ellas un valor pertemeciente a un intervalo cualquiera del

campo de sus valores no depende del hecho de qué valor haya tomado la segunda
veriable. En este caso

M(XY) = M (X)-M (¥Y); Cp =0

Para izar el enlace exi enire las variables X e ¥ g0 examina
el Hamado coeficiente de correlacidn

Cay
axdy *

Ty =

qué ¢s una magnilud adimensional.

5i las variables aleatorias X e ¥ son indezendisntas. entonces r,, = 0.
Sin embargo, si las variables aleatorias Xe Y estanenlazadas por una dsf)gndan-
cia lineal exacta ¥ = aX +- b, entonces Tyy = SigN. A, 0 sea, ry; = 1 cuando
@¢>>0,yr,=—1cuando a <0.

En general, el coeficiente de correlacién satisface la condicién —1 <
Srgy<i.

871. Dos cajas contienen seis bolillas cada una. En la primera
cajita hay: 1 bolilla con No 1, dos con No 2, 3 con No 3 y en la segun-
da cajita hay: 2 bolillas con No 1, 3 con No 2 y 1 con No 3. Suponga-
mos que X es ol niimero que lleva la bolilla sacada de la primera
cajita, 7" es el nimero que lleva la extraida de la segunda cajita.
De cada cajita ha sido sacada una bolilla. Confeccionar la tabla de
la ley de distribucién de las variables aleatorias (X, T).

Resolucién.,

El punto aleatorio (1; {)tiene Ia multipHcidad 1 X 2 = 2;
» » » 1; 2 » » » 1X3=238
» » » (1; 3) » » » {1 X1=1;
» 3 » 2: 1) » » » 2¥2=4
» » » 2; 2) » » » 2X 3=
» » » (2; 3) » » » 2X4=2
» » » 3 1) » » » 3X 2=8:
* » 3:2) » » » IX3da=0
» ) » (3; 3) » ] * 3X1=3,

En total hay 6 X 8 = 36 puntoa aleatorios {al punto de multiplicidad = to-
mamos por a puntos).



Puesto que 1a relacién entre la mulliplicidad de un punto y toda Ia cantidad
de puntos es igual a la probabilidad de aparicién de este punto, la tabla de la
ley de distribucién del sistema de las variables aleatorias tiene la forma

Y
1 2 3
X i
1 118 112 1/36
2 19 L/ 1/18
3 1/6 1/4 1.12

'chT suma de todas las probabilidades indicadas en la tabla es igual a la
unidad.

872. Hallar las esperanzas matemiticas de las variabls aleatorias
X e Y segin los datos del problema precedente.

Resoluctén. Tenemos

N c SO I, Lo, 4,0t
Ll R et R R i

13
+3m=as

o A 1 1 1 1 i

my =g t2qy +3gp Hg AP g S g gt

EL punto {7/3; 11/6) es el centro de d ion para el si dado (X, T).

Como las variables aleatorias X e ¥ son ingspe’ndantas {véanse los datos
del problema 871), las esperanzas mateméticas m, y m, se pueden calcular més
sencillamente, utilizando las series de distribucion:

N 1 2 3 v 1 2 3

P 1/8 1/3 12 iy 1/3 1/2 1/6

De aqui, epcontramos
1 - R 1 141
me= ) Py =stgte=73, m= ) vy =gt+itg=7.
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873, Hallar las dispersiones de las variables aleatorias X e ¥~
segun los datos del problema 871.

Resolucién. Pasamos del sistema de variables (X, ¥) al de variables centra—

das (normalizadas) (Xu. Y), donde X =X — m, = X — 7/3, .1" =Y —m=
=Y — 11/6. Componemos la tabla

L 1/16 T

- 43 1/18 112 1/36
-1/3 149 16 1118
273 16 14 112

Tenemos

b= (=3) e () e (R A ()
) R A B () B =

} Tis6.
I' (Y) se pueden determinar por las {drmulas D (X) =

De aqui, 6,=1/5/3, 0,=
Y
D (Y= M (Y8} — [M ()]

Notemos que D (]X}
= M (X% — [M (X)),

874. Hallar el coeficiente de correlacion segin los datos del pro-
blema 871.

* o
Resolucién. Ulilicemos la tabla de distribucién del sistema (X, ¥) de varia-
bles aleatorias centradas.
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Deoterminemos la covarianza:

cum(—4)-(=3) () o ()

Como Cy, = 0, también el coeficiente de correlacién r,, = 0.
Este mismo resultado podriamos obtener sin determinar la covariancia €.
En efecto, sup do ¥ = 1, af fue el valor de X = 1 se repite 2 ve-

ces; el valor de X = 2, 4 veces v el valor de X = 3, 6 veces. Por lo tanto,
para ¥ = 1 ohtenomos la serie de distribuciin de la variable aleatoria X:

. 1 2 3

Pi 176 1/3 1/2

8i Y = 2, entonces el valorde X = 1 serepite 3 veces; el valor de X = 2,
4 veces y ol valor de X = 3, 9 veces. Por consigulente, para ¥ = 2 se obtiene la
serie de distribucién de la variable aleatoria X:

£ 1

[
(7

m 176 1/3 1/2

Por altimo, si ¥ = 3, entonces el valor de X = 1 se repite 1 vez; ol valor
de X = 2, 2 voces v ol valor de X = 3, 3 veces. La serie de distribucién de la
variable aleatoria X para Y = 3 tiene la forma

LT 1 2 3

P 1/6 173 1/2

De suerte que’/para diferentes valores de ¥ obtenemos la misma serie do
distribucién de la variable aleatoria X. Puesto que la serie de distribucién de
la variable aloatoria X vo depende de los valores de la varinble aleatoria ¥,
entonces las magnitudes X o Y son independientes. De ello ltaque el coefi-
ciente de correlacion es igual a cero.
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875. El sistema de variables aleatorias (X, Y) est subordinado
a la ley de distribucién con la densidad

a(@®+47), sl 2Lty
j [31 Ir')= : 2 2 2
0, si 24 yt>rl
Hallar el coeficiente a.
Resolucién. Determinamos el coeliciente a de la ecuacidn
a j j @+ dr dp=1,
D

donde D o8 el circulo limlitadn por la circunferencia 2% 4- y® = r®. Pasando a las

coor

P
an r

o ri 2
né ! prdpdi=1, T-znar.l. 0 868, am—,
876. El sistema de variables aleatorias (X, Y) esti subordinado
a la ley de distribucién con la densidad

a(x+y) en el fominio D
@y E{ 0 fuera de este dominio.

El dominio D es el cuadrado limitado por las rectas x = 00, z = 3,
y = 0, y = 3. Se exige: 1) determinar el coeficiente 2; 2) calcular la
probabilidad de que el punto aleatorio (X; Y) se encuentre en el
cuadrado @ limitado por las rectas z =1, 2 =2, y =1, y = 2;
3) hallar las esperanzas mateméticas m. y m,; 4) Hallar las desviacio-
nes tipicas o, y oy.
Resolucidn. 1) El cooficiente a se determina de la ecuacion
33
a (=+y)drdy=1,
H

ee donde
a a

ag . (zrydzdy=a i [;y +L;-]:dz= “E (3:-;—-%.) o
v [}

=a[%x"+% z]:=a(%?-+%] =2T7a, 2Ta=1, o sea, a=%.

) PUX V= Q=g

-4 (=4
1

2
~5{ e+ )%

16 —1220 144

2
) G+uazay=
i

— b2

fu:--.-‘? i (2:5 1—2:-:—-—;—-) dz=
1

B

S R TCTE (S

]
[



3) Hallamos las esperanzas matemiticas my y my ; lenemos
3 2 ]
- *Lf j“”’ ) dzd _LS[;- J,.._’]’d,,z
= ) (zty) drdy=73 ) ¥ T 1y
[

] (3o iy (o4

Por consigmente, también my=7/4
4) Hallamos las desviaciones tipicas ox ¥ 03

Sty
—
|
Y
e
9
X

3
o= E 5 (z—mg)® f (z, y)dz dy-% i
D

1(“‘&?‘]” 1 1 748 361 494|841
-5 ——btwr 7 (-7) (%)==

De sucrte que Ox=oy= |’ 11/4

877. El sistema de variables aleatorias (X, Y) estd subordinado
a la ley de distribucién con la densidad

__{ asenf{z+y) en el dominioc D;
flz y)= 0 fuera de este dominio.

El dominio D esta definido por las desigualdades 0=l o< n/2,
0<C y=C n/2. Hallar: 1) el coeficiente a; 2) las esperanzas matemati-
cas m; y my; 3) las desviaciones tipicas o, y oy; 4) el coeficiente de

correlacion ryy.
Resolucién. 1) El coeficiente 2 se determina de la ecuacién
nft
a- j T sen (x4 y) dydz=1,

[



De donde

(1

.

g

nj2 n2
s sen (z+4-y) dy dz = —a j cns(=+y)l:ﬂd-==
1] ]

nj2
]

=a (sen x+-cos z) dz=a (s8R z—cos ) ,:rzzh.

De suerte que ¢ = 1/2, o sea / (z, y) = (1/2) sen (z < y) en el dominio D.

nf2 nj2
2) My ‘1 z gen (s ) dyde=
[
a2 a2 a2
i T 1 njz
ZTQ zdz E sen(=+y)dv-—TS cos(x+y}‘n zdr =
o o

4 [eo(r5) ]

a2
=-%- I z (2en z+cos z) d:=-;-x(san x—cus ) ME_
L]

n/2
_ 1 _ x 1 mE @
- j; (sen x—cosz) d:':‘_i +T {cosz | sen .:)‘0 =

De igual modo my=s/4,

nf2
9 oi= M) — P = | | esentetyavae—=
o 0

2 12 1 T
=—z 5 ﬂcm{z.ﬂﬂ’o dz— %ET 5 %% (sem x4 cos 1) <
0 [
/2

e | ll.f2
Xg;_—_Ts‘l(s.enz—ceaz_]| S z (sen r—cogxz)dr—
[

n* i
~1-E-_---+: (sens-&-cue:)l j (sen :—l—t-os-l')d:—l—ﬁ—
0
A o az_ ;.a n
':T_’_T-H”n T—cosz) i _6'+

Por consiguiente, of = ¢} = 0,0, = (n? 4 8x — 32)/16,
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4) Determinamos la covarianza:
2 A2
Coy=M (XY)—M (X)-M (V)= o § | asenetnaya—g. =
[

4 L 2 4
ELS
= ‘E z dx § ¥ sen (z+y) dy — =

nf2 4 a2 5
=—--%- ] [ycos{¢+ y]l:f —Eo t-0=!fx+:rldy]xd»—%——-

o

a2
-;—- E & —zm-cos (z+—-;-)—ssu (zJ——)+sen xJ L =
(]
1 4 b
n
e 1ok i :(—Tsenx—cnsz+seuz) .n:‘x—-——ié—=
nf2

z (—’2‘— sen -} cosx—gen :):t:.—u—i—s-

z (mna -——;cus-t-i-cus z] ‘:.z_

5t 1
(senx-—— cosr—+ easx) dr — i;ﬂ—z

|
=

uL—--:% [

2
I T — x 2e0 £ — 08 3) |W2 —i:'_
(“ T o 18
i n i _il_ B —16—n?
274 2 16 16

I
Il '“'{” 89|
B

)

De donde
Cay Sn—16—=n2 0,73688 0.2454.

"W gie,  m8x—32 . 3.00232

878. Se da la tabla que determina la ley de distribucitn del sis-
tema de dos variables aleatorias (X, Y):

Y
20 40 60
X

10 3 A 0
20 2 LTS 2n
30 A 25 5k
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Hallaz: 1) el coeficiente A; 2) las esperanzas mateméticas m, y my;
3) las varianzas o} y of; 4) el coeficiente de correlacion rxy.

879. E sistema de variables aleatorias (X, ¥) esté subordinado
a la ley de distribucién con la densidad

azy en el dominie D;

sen={"

E! dominio D es el trifingulo limitado por las rectasz + y — 1 =0,
z = 0,y = 0. Hallar: 1) el coeficiente ; 2) las esperanzas matemati-
cas my y my; 3) las varianzas o} y of; 4) el coeficiente de correla-
cin ry,.

880. El sistema de variables aleatorias estd subordinado a la ley
de distribucién con la densidad

[a*-—::"—y*, si yr<at(a>0);
f(= )= 0, si atpp>at

Hallar: 1) el coeficiente e; 2) las esperanzas mateméticas m, y my;
3) las varianzas o} y o} 4) el coeficiente de correlacién ry,.

fuera de este dominio.

PSR TR L owratand

Se da un sistema de variables aleatorias (X,Y). Supongamos que como resul-
tado de n prughas se han obtenido n puntos (z15 1), {£as ¥a)» - « o+ (¥} ¥y) (entre
ellos pueden haberlos coincidentes). Se exige calcular el coeficiente de correla-
cifn de este sistema de variables aleatorias.

Tomando en consideracién la ley de los grandes nimercs, cuando n es sufi-
cientemente grande, en las formulas pera determinar of, of y €y, se pueden
reemplazar las esperanzas mateméticas M (X)y y M (¥) por los valores medios
aritméticos de las variables aleatorias correspondientes. Con ello tienen lugar
1as igualdades aproximadas siguientes:

n n
M(X) =~ :-==(2 m).fn: M(Y)= ;={E yi)in,
i=1 f=i
o= ( E :g]m_-E*: of = ( 2 H’{)fﬂﬁis‘
& |

n
Cay= (‘Z‘ ‘!yl}f"'—;;-

De aqui se puede hallar el coeficiente de correlacién con ayuda de la formula
Cx

Fap=

8i |ryy | Y n— 1= 3, entonces el enlace (vinculacién) entre las variables alea-
torias X 8 Y es bastante probable. Si el enlace entre X e ¥ estd determinado,

t la aproximacién linesl y, de z se da por la férmula de la regresién
Hneal

Y= §-= "xy'—:r% (I-—a. o bien E,=¢:+b.



La aproximacién lineal ;, de y se de por la férmula de la regresién lineal

:i,—-.t_=r“-% (y—E). o bien 5,=cy+d.
]
Hay quo tener on cuenta que y,—ar+ b y =z, =cy+ d son rectas
difersntes (fig. 46). La primera recta se obtiene como Tesultado de la solucién
del problema sobre la minimizacién de la suma de cuadrados de las desviaciones

4 )

Fig. 46

por la vertical y la segunda, al resolver el problema sobre la minimizacién de la
suma de cuadrados de las desviaciones por la horizontal.
Para construir las ecuaciones de la regresitn linesl es necesario:
z 1) con ayuda de la tabla inicial de valores (X, ¥) calcular z, y, Oy Oy
v Fagi

= 2)’Eom;;rohar la hipdtesia acercu de la existencia del enlace (vinculo)
entre X e Y;

3) escribir las ecuaciones de ambas lineas de regresién y representar los
grificos do estas ecuaciones.

881. Se da la tabla:

X 0,25 y 0,37 | 0,44 | 0,55 | 0,60 | 0,62 | 0,88 | 0,70 | 0,73

Y 2,57 28 | 242 | 1,92 | 1,75 | 1,71 | 1,80 | 1,51 1,50

X 0,75 | 0,82 | 0,84 0,87 0,88 0,90 0,85 1,00

Y 1,41 | 1,38 | 1,31 1,25 | 1,20 1,19 1,15 1,00




Determinar el coeficiente de correlacién r,, y las ecuaciones delas
linens de regresién.

Resolucién. Componemos la tabla de céleulo:

i X ¥ xi ¥e Xy
1 0,25 2,57 0,0825 6,6049 0,8425
2 0,37 2,8 0,1369 13361 0,8547
3 0,44 2,42 0,1938 4,4944 0,9328
4 0,55 1,92 0,3025 ,B 1,0580
5 0,60 1,75 0,3600 83,0625 1,0500
6 0,62 1,71 0,3864 2,9241 1,0602
7 0,88 1,60 0,4624 2, 1,0880
8 0,70 1,51 0,4900 2,2801 1,0870
9 0,73 150 0,3329 2,2500 1,0950
10 0,75 1,4 0,5625 1,9881 1,0575
11 0,82 1,83 0,6724 1,7689 1,0006
12 0,84 1,3 0,7058 1,718 1,1004
13 0,87 1,25 0,7569 1,5625 1,0875
14 0.88 1,20 0,7744 1,4400 1,0560
15 0,90 1,19 0,8100 1,416 1,0710
16 0,95 1,15 0,9025 1,3225 1,0025
17 1,00 1,00 L0000 1,0000 1,0000
2 11,85 26,83 9,1085 45,4127 17,3917

17 17 17

De la tabla obtenemos: 3, xy=11,95, y1=26,83, 3| z}="9,1005,
=1 i=1 i=1

17 17

> yi=45,4127, D) 2y =117,3017.

=1 i=1

Ahora hallamos

z = 11,9517 =0,7020, y = 26,83/17 = 1,5782;
of = 9,4095M7 — (0,7029) = 0,0418, o, = 0,2042;
of = 45,4127117 — (1,5782)* = 0,1808, g, = 0,4250,
Coy = 17,3017/47 — 0,7028+1,6782= — 0,0863;
ey = (—0,0863)/(0,2042-0,4250) = — 0,09943.

Determinamos ol valor del producto| ry, | -}/ n — 1; puesto que | ryy | X
XV rn—1=09943.4 = 3,9772 > 3, la vinculacién estd suficientemente
fundamentada.

Las ecuaciones de las lineas de regresién son:

- G -
P:-U:"ay"'nl’(l'—'!')n
x



0 sed,

= 0.9943.0,4250 -
Ye—1,5782=— 03003 {r—0,7028); y,= —2,0695z-4 3,0328;
Ll . o
Ty—T=ryp —— (y—1.
v xy UIT
0 seR,
7,—0.7020— 099302062 |\ 4 srey. = —0,4776y 41,4566,

0,4250

Unn vez construidos los puntos determinados por la tabla y las lineas de
regresion, vemos que ambas lineas pasan por el punto M (0,7029; 1,5782). La
primera linea corta sobre el eje de las ordenadas el segmento 3,0329 y la segunda,
sobre el eje de las abscisas, el segmento 1,4586. Los puntos (z;; ;) estin préxi-
mos & las lineas de regresibn.

882, Como resultado de 79 pruebas se obtuvo la siguiente tabla
de correlacidn delas variables X = og/og e ¥ Por 04 se designa el

Y
0,5 0.6 0,7 0.8
X

0,5 a 2 a 8
0.8 0 4 2 9
0.7 2 12 3 1
0,8 24 14 0 0
0,9 1 0 ] ]

limite de fluencia del acero y por o 5, el limite de rotura del mismo;
¥ es el porcentaje del carbono contenide en el acero. Los nlimeros
enteros citados en la tabla son multiplicadades de los valores de
puntos aleatorios respectivos. Asi, por ejemplo, el punto para el
cual £ = 0,8, y = 0,6 tiene la multiplicidad 14, o sea, en 14 prue-
bas al valor de z = 0,8 le ha correspondido el valor de y = 0,6.

Se requiere determinar el coeficiente de correlacién y las ecuacio-
nes de las lineas de regresion.
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Resolueién. Encontramos
=_ 0,5(248)+0,6 (64219) 40,7 (2-+-124-3+1) 40,8 (24414} + 0,91

=-57?§§==0,703;

7o o8 (242041 +0,6 (24-54124-14) +0,7 (24+3) +0.8 (B4+8+1) _
9

= 0,02,
Determinemos los valores medios aritméticos de las variables =%, y* y =2
%—E’-=}—-B 100,519 (248)+ (0,61 (4 248) + (0,112 2 H24+3-+4) +
+ 0.5 2a+10)+ 0,00 1)= 2 o, 505;
Z?_;L s [0, .58 (Z+2+1) + 0,00 QH4-+H2H16+0,7- 2+9+
(0,87 (8+9+ 1)) =200 0, 308;

zy

E,m =4 [0,5-0,6-240,5-0,8-8-0,6-0,6-4-+-0,6-0,7-2+-0,6-0,8:9-+
+0,7-0,5-24-0,7-0,6-12-0,7.0,7.3+40,7-0,8140,8.0,5-214
+0.8-0.5-14+D.ﬂ-0,5-11=-§3=f§7£-=0.427-

Jetermi las dispersi ¥ la covarianza:

0% = 0,505 — (0,708)3 = 0,505 — 0,493 = 0,012; o, = O,1i1;
0f = 0,308 — (0,622)? = 0,398 — 0,387 = G,014; o, = 0,405;
Cyy = 0,427 — 0,703-0,622 = 0,427 — 0,437 = — 0,01.

Jeterminamos e) coeficiente de correlacibn:

00 _ 0,87

_Cay _
Fxy= cxay'—_ﬂ.li-ﬁ,iﬁ

Calculamos ol valor del producto |ryylV/ n—1; tenemos

{reyl}/ 7—1=0,867 |/ 78=0,867-8,84="7,66.
Puesto que |rgyl-1/n—1>38, la vinculacién es basisnte probable.
Las ecuaciones de las lineas de regresién son:
I r—T
oy (g—z)

Yx—¥= Txy

b
-

r



0 384,

0,1

U — 0,622 —0,867 - (£~ 0,703), Yo = —0,8282-1,204;

G o =
x,-—s-r“-ﬁ-(v—y}.

Zy—0,703= -—o.am--&'ﬁ-‘ﬁ%u—o,ﬁzzy #y= —0,908y 1,268,

883. Se da la tabla de correlacién para las variables X e Y, don-
de X es la duracién de servicio de una rueda de vagén en aficse Y
es el valor medio del desgaste referente al espesor de la llanta de la
rueda, en milimetros;

N o | 2| 7 |2 |2|2]s2iw|a
0 3| @
1 2% (108 | a4 | 8| 2
2 3| sofleo |2t 5] s
3 t| ||| 2(3]1
i s| 513|138 7|2
5 1| 2126 ] af|2]1
8 1 1 2 | 1 1
7 1| 1 1

Determinar el coeficiente de correlaci6n y las ecuaciones de las lfneas
de regresién.

884, Se da la tabla da correlacién para las variables X e Y,
donde X es la flecha de curvatura del carril, en centimetros, e ¥ la
cantidad de defectos del carril (en centimetros para un riel de 25 m):
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i 0 5 10 15 2)
X

7.0 2
7,8 1 1 1 1
8.0 1 i
8,6 2
9,0 2 A 1 3
8.5 2
10,0 3 2 4 3 3
10,5 4 3 1 3 1
1.0 3 3 2 [
11.5 8 5 1 9
12,0 5 3 8 4 4
12,5 1 1 3 10 6
13,0 1 1 4 5
13,5 1 i 1 ]
14,0 2 1 3
14,5 2 1
15,0
15,5 1 1
16,0 3

Determinar el coeficiente de correlacién y las ecuaciones de las
lineas de regresidn.



& VY Dighar ovea 0 e fas o
¢ 2 ig% varsshles aleater -4 28 g oy
e datoy sxpermmentaies,

impts dn vimotes Meicomtomms esopiie ok oo e o)
a un conjunie de ohjetos hem: eatol

Sa denomina poblacién madre ul conjunte de todos ln:nh]m homogénsos
entre los cuales se lleve a cabo el mues

Ha recibide el nombre de volumen de una poblacidn (muestral o madre) el
numita de objetos de esta poblacién.

se dice re si a suficientemente bien las
relaciones cuantitativas de 1 pollhuiﬂn madrs.
2, B el relltlva 8 g que hay una
tra cuyo vol es n. loa dos del en la tabla
i 1 2 3 n
& & e & En

donde Ey, &, . . .. £, 5on los valores de la variable alentoria X en las pruebas i,

i I mpsctlvammh Algunos de los valores citados de la variable
aleatoria X pueden ser lguales entre si. Uniendo los valores iguales de la varia-
ble alestoriz, obtendfemos la tabla

ny ny ny ny "y

donde n; ee el nimero de apariciones del valor «, , ) Las magni-
tudes n:t Ngy - + -, 7y 80 Haman frecuenclas {a‘baolut(aa) de'los valor:]a mec:?nm

&4y Zgy o + -y £ de la variable alestoria X. Es evidents que ng = n, 0 sea,

la suma de frecusncias de todos los valores de la variable l.'lelborln es lgml al
volumen de la mlmra yelvil

gtra nse d
frecuencta relativa del valofr:. ¥ 80 ﬂeeugna por wy (l = 1 2,...,1).Es widente
que :

2 w;-?_l -———E n;n--- n=1,

]

© sea, para la variable aleatoria X 1a suma de frecoenciae relativas de todos los
walores de la misma ea igual a la unidad.

252



La tabla gue establece la cor dencia entre los valores de una variable
leatoria y las f ias relativas de los mismes se llama distribucidn estadistica
de la variable aleatoria X:

X 3 Ty M ‘ee x

W wy wy wy e wy

Conviene sefialar ﬂua muy a menudo se denomina también distribucién estadisti-
<a a la tabla que determina la correspondencia entre los valores de una variable

aleatoria y las r bsolutas de los
Si X es una variable aleatoria continua, ent es conveniente rep
su distribucién estadistica en la forma
I 180 Eal 180 Bal 18 Bl 180 &1
W wy wy wy e uy

Aqui w; es la frecuencia relativa con que la variable aleatoria toma un valor
perieneciente al intervalo }&,,, §l, i =1,2, ..., L

Si la variable aleatoria toma & valores iguales a x4, entonces, en caso de
que A es par, una mitad de estos valores se puede llevaral intervalo )E;_,, E;[ v 1a
segunda mitad, al intervalo JE;, B4y, 1 =< i=S 1 — 1. Cuando X es impar a uno
de estos dos intervalos se le puede llevar (A -+ 1)/2 valores y al segundo, (A —1)/2
valores. 5i la muestra tiene un gran volumen n, no tiens importancia esencial
4 cual de los dos intervalos se le asi un nimero mayor de valores.

Para mag'or evidencia la distribucién estadistica de una variable discreta
se ilustra mediante el poligono de distribocién. Con este fin los puntos sucesivos
(x5 wy), (g% wal, . - -, {33 wy) s representan sobre el plano de coordenadas y se
unen por segmenios rectilineos. Conviene sefialar que los puntos que no son
vértices del poligono no tienen interés desde el punto de vista da la estadistica
matemética.

Para ilustrar la distribucién de una variable aleatoria continua se usan
diagramas llamados kisfogramas de frecuencias.

1. Histograma que determina las frecuencias en funcién de los érdenes de
los intervalos a los cuales pertenecen log valores de una variable aleatoria.

1 taShLipuugamas que una variable alestoria continua X estd determinada por
a al

7 T8 Bal | 180 5l | 18 &l VEi-ss &

Ay ny Ay Ty ng

Suponiendo gue las diferencias &; — E;_, son constantes, pongamos §;, — &, =
= %oparn i=1,2,..,10 es ol palna! de la tabla). Anl:::lgus suhi'e el »Ij@.'1 Oz
los puntos ﬁ s+« . & Examinamos la funcién definida por las igualdades
y=niheiz€ |t §l,t =1,2,..., L Calculamos lag reas §; do los rectdn-
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gulos cuyas bases inferiores son los segmentos (£, & del eje Oz y sus bases
superiores los segmentos del grafico de la fnnci():a Iy i nyh (fig. i?)]': tenemos

S;={(nh)h=mn; (i=1,2 ...

2. Histograma que caracteriza la distribucién estadistica de una variable
aleatoria. El determina la dependencia existente entre los Grdenes y las frecuen-
cias relatives de los valores de la variable aleatoria que se ran en éstos

Enes.

En este caso s¢ examina la funcién que tiene laformay = wib (i=1,2,.. .,
« . « I}. De un modo andlogo al precedente el firea del i-ésimo rectingulo res
tivo es igual numéricamente a w;. Ahora bien, el drea de la figura limitada
lasrectas s = xy,z =z, y = Oy = w/h {t = 1,2, .. ., Des igual a 1 (fig. 48).

i ¥
_________ — %o
______ ]

- . T
11 E
L ! h
P4
o & § & By By w o
Fig. 47

885. Como resultado de la prueba la variable aleatoria X ha toma-
do los valores siguientes:

g =2 B =35, =T, Ea=1, g =10,
E =5, E =29, §:8=6v 5 =28, 10 = 6,
En=2 E,=3, Ea=7 k=6, B =8,
E1e = 3, §" = 8, Em =10, ¥, =6, By =T,
b =3, Ezz =9, Ezs =4, & =35, £y = 6.
Se requiere: 1) hacer la tabla que determina la dependencia entre los
valores dela variable aleatoria y las frecuencias de la misma; 2) cons-

;1:.11:;5 la distribucién estadistica: 3) representar el poligeno de distri-
Clon.

Resolucién. 1) Hallamos el vol dela :n = 25. Conf

la tabla
X i 2 3 4 5 [ 7 8 9 10
Ny i 2 3 1 3 5 3 3 2 2
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2) La distribucitn estadistica tiene la forma

X 1 2 3 4 5 6 7 8 8 10

w if25 | 2/25 | 8/25 | 1/25 | 3/25 | 5/25 | 3/25 | 825 | 2/25 | 2/25

O ORI LN RN O O O e T S
Contiol: mt+m+xrgtatarsrastyta="
La dltima tabla puede ser escrita en la forma

X 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

w 0,04 | 0,08 |0,42|0,04|0,12| 0,2 | 0,42 | 0,12 | 0,08 | 0,08

3) Tomamos sobre el planc x0w los puntos (1; 0,04), (2; 0,08), (3, 012), etc.
Uniendo sucesivamente estos puntos con segmentos rectilineos, obtendremosel
poligono de distribucién de la variable aleatoria X (fig. 49).

—
B
s 1
0,24 1o
0,20 [ : =
0.16 =
0,12 II : . |I
0.08| 1 : .
004 b4 & i
1 1 1 I 1 A 1 1 1 1 l .
0 1 234 567869 10x 10 15 20 25 x
Fig. 49 Fig. 50

886. Como resultado de la prueba la variable aleatoria X ha
tomado los valores siguientes:

gl — is’ E! = 17, %3 - 91 %-I = 13, EI‘. . 2i|
=11, E=1, =1 L =19, E,=05
En =17, El'.! =3, £z = 20, Ea =18, Em =11,
Ee=4 Ey=06, E=22 E, =2 £, =15
Eos =15, By =23, Ey3 =18, Epu=125, Ep=1.



Se requiere: construir la tabla de distribucién estadistica divi-
diendo el intervale J0, 25] en cinco érdenes de longitudes iguales;
construir el histograma de frecuencias relativas.

Resolucién. Componemos previamente la tabla

I {0, 5] 15, 10| 110, 45 | 115, 20| | )20, 25]

La distribucién estadistica tiene la forma

I 10, 5[ 15, 10] 10, 15[ | 145, 200 | )20, 25(

w 0,12 0,2 0,16 0,32 0.2

El histograma de frecuencias relativas se muestra en la fig. 50,

3. meién estadfstica. Sea F* (x) la frecuencia relativa se aparicién de
los valores de una variable aleatoria X que satisfacen 1a desigualdad X < z. La
funcifn F* (z) se llama funcidn estadistica de distribucién. De este modo,

i 0, si oz
&
F*(z)= gjm. Bl msr<ang (k=1 2, ..., 8—1)
i

1, 8l r=az,.

Puesto que segiin le teorema de Bernoulli las frecuencias relativas, al crecer
indefinidemente n, tienden en probabilided hacia las probabilidades respectivas
del evento, entonces, al ser grande e] volumen de la muestrs, 1a funcién estadisti-
cade &mih%ciém F* (z) es préxime a a funcién integral de distribucién F (z) =
= = x).

Log puntes x;, =4, - . ., 2y son puntos de discontinuidad de 7 género de la
funcién F* (z).

887. Se da la distribucién estddistica:

X ! 1 12 13 14

L2 0,4 0.3 0.2

Hallar la funcién estadistich de distribucién y construir su
grifico.
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Resolucién. Tenemos

|‘|), si T L
04, & H<agiZ
F* (:]::! 0,5 si 12<x<18;
lu,a. si 13<aid;

1, si > 14

El gréfico de la funcién #* {z) se muestra en la fig. 51.

Y
1.0
0.8
0.6
0.4
02

0 1 2345678 21011121314 x -
Fig. 51

4, Determinacién del valor medio de una variable aleatoria. Se llama va-
lor medio de una variable aleatoria X, definida por la distribucién estadistica,
a la expresién

i
===w;=1+w,:;+--.+wm=2 Wiy,
i

o bien

i

= M3t uazs . 4um 1

= = — Z Rpx G {1)
i=i

La igualdad (1) determina el valor medio de X para la muestra,
%‘ e un modo anélogo se delermina el valor medio de una variable aleatoria X
para la poblacién madre:

= mxyt NeTs ... FANT
D 111 !9N NN' {2)

donde ¥ es el volumen de Ia poblacién madre. Dado que ny/N = p; es la pro.
bahui?!ad con 1a oual X toma dl valor z, (1< +< ), 1a ighaldad (2) se puede
en la forma

F=ap t npat ot Tyoy = M{X).
Dé acuerdo con la ley de los grandes niimeros de Bemoulli se puede consi-
derar que para la poblacién muestral z ~ M (X). En adolante, suponiendo n
suficientemente grande, escribiremos r = M (X).

17—1220

2
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Si todos los valores de una variable aleatoria X son prézimos a un nimero
constante a, el cileulo de = se simplifica:

- 1 ' 1 i
:=§ wyr = E wy (zy—a—+e)= Z wy (rj—a)+a E wy =.\'—a+¢E wyy
1 i=i i=1 i i=i

0 sea,
T=atz—a, (3

donde z — a ¢s ¢l valor medio de la variable aleatoria X — a. Ahora bien,
do n es suficieat te grande, se cumple la igualdad
M{z)=a+ M (X — a). [43]
888, Hallar el valor medio de la variable aleatoria definida por
la distribucién:

X 13,8 13,9 14 14,1 14,2

Ry 4 8 7 6 5

Resolucién. Todos los valores de X son proximos a a = 14. Calculamos las
frecuencias relativas y construimos la tabla:

X—14 —0.2 —0,1 0 0,1 8.2

w 0,16 0,12 0,28 0,2 0,2

Ahora enconlramos

5
z—14= )} wy (z;—14) = —0,16.0,2-0,12.0,14-0,28.04

+ 0,24-0,4 + 0,2:0,2 = — 0,082 — 0,042 4 0,024 4 0,04 = 0,02.

Por consigulente, T = 14 - 0,02 = 14,02.
5, Varisnza y desviacién tipica. Se llama varianza estadfstica de upa
variable aleatoria, definida por uma distribucién estadistica, a la expresién

DYX) =y (5 — TP+ w0y (7 — 2P+ . o Ay — 2 )
De la igualdad (1) se desprende que la dispersién estadistica es el valor medio
de la variable aleatoria (X — z)®. Al crecer n el valor medio = tiende en pro-
babilidad hacia M (X) v las frecuencias wy, wy, . . ., 2, hacia las probabilidades

respectivas, Asi, pues, cuando ¢] volumen de la muestra es grande, tiene lugar -
la ldad aproximada

D* (X) =~ D (X).

La magoitud o* (X) = V D* (X) se denomina desviacidn tipica (esténdar). Tie-
ne lasgl]:mn dlmsnaiény;ue la variable aleatoria X. ’
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T Iy 81 1,

A do el ' de ln muestra » suficientomente gran-
de, en vez de D* (X) y o* {.X) escribiremos D (X) y o (X}, respectivamente.

8i los valores de la variable aleatoria X son préximos a una constante a, en—
tonees el cileulo de la dispersitn estadistica se simplifica:

L] i
D cx‘;:E uy (:,_E}==z w; |(x, — a)—
i=1 1=

1] I
—[E—-a)lszz:’w; (2i—a)t—2(x—a) D) wy (21— 1)+
= el

7 I
4 {z—ap Ew. =l§ wy (z—af—2 T—a) (r—a)+{EF—a)%.
- 1

De la ecuacién (3), del punto 4, so deduce que ¥ — a = z — a, por eso
b* (X)=(z—a)'— (x—a)3,

donde {z — a)* es el valor medio de la variable aléatoria (X — a)' y (z — a)®
es el euadrado del valor medio de Ja variable aleatoria X — a. Puesto que el
primer miembro de la igualdad (2) no depende de a, en el segundo miembro de
In igualdad, efectuadas las simplificaciones, o debe eliminarse. En particular,
sl @ = 0, sc abtiene la férmula

D (X) =70 —(T)%. @

i Una férmula andloga se utiliza frecuentemente en le teorfa de las probahi-
miades.

Si las variables aleatorins X o Y estén vi por la dep lineal
Y = kX + b, loa valores medios de estas variables estin enlazados por la
misma dependencia lincal:

v = kz- b o bien M (¥) = kM (X) + b. (3)
i la varianza de la variable ¥ se expresa por la de la variable X, entonces-
D(Y)= D (kX - by=D (kX)+ D {b) = &* D (X),
puesto que D (b) = 0. Por consiguiente,
DY) =R [ — (D (0

1ad

889, Calcular D (X) y o (X) para la distribucién estadistica dada
en el ejemplo 888,

HResolucidn. Construimos la tabla

{X—14)* 0,04 0,01 0 0,01 0,04

w 0,46 0,12 0,28 0,24 0,2

Luego tememos r — 44 = 0,02, (z — 14)® = 0,0084 + 0,0012 + 0,0024 +
+ 0,008 — 0,018.

oPnr consiguente, D (X) = 0,018—0,0004 = 0,M76; o (X) = }/ 0,0176 =
2= 0,133,
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890. Determinar § y D (Y) para la distribucidn estadistica

Y 3 17 1 15 19 23

w 0,02 0,18 0,35 0,2 0,1 0,05

Resoluctdn. Los valores de ¥ forman una m-grealﬂn aritmética con el primer
término 3 ¥ la diferencia &, Poreso ¥ = 3 X—l]omY —1,
k= & b= —1,5i X toma sucesivamente los valores i, 2, 3,5, 8, entonces

Y tomard los valores 8, 7, 14, 15, 19 ¥ 28, m?acﬁvammte 'Db este modo, se
e

pueden escribir las varianzas de las veriables X y X®
X 1 2 3 4 5 [
W 0,02 0,18 0,35 0,3 0.1 0,05
X2 1 4 ] 16 25 36
w 0,02 0,18 8,35 0,3 0,1 0,05

De donde hallamos

T=0024+03641,054+12+ 05+ 0,3 =345
FA=002+4+072+3154+ 48+ 25+ 1,8 = 12,99,

Utilizando la férmula (3), oblendremos
=4 343 —1—12,72,
¥ por la férmula (4)
D (¥) = 43(12,99~11,76) = 161,23 = 19,68.

891. Hallar el valor medio, la varianza y la desviacibén tipica
de la variable aleatoria definida por la distribucién:

X 9,8 9.9 10 10,1 10,2

Ny 1 5 8 4 2
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892. Determinar § y D (Y) para la distribucién estadistica:

T 2 5 8 1" 14 17 20 23

w 0,10 0,20 0,15 0,25 0,05 0,12 0,08 0,05

6. Determinacién de los momentos de una variable aleatoria por los datos
del muestreo. Asimetria y exceso. Se llama momento inicial de s-ésimo orden
de una variable aleatoria X a la magnitud e, (X) = M (X*) y se llama momento
central & la magnitud |;, (X) = M ((X — m,)l, donde m, es la esperanza
matemética de la variable aleatoria ...

Si la muestra se considera representativa y es de un volumen suficiente-
mente grande, entonces para determinar e, (X) y p, (X} sirven las férmulas
aproximadas

1 ]
ag (X) = 3wl ps (X) = 3wy (m—T)
i=1 fut

El momento central de primer orden do una variable aleatoria cualquera

es idénticamente iguala cero. En efecto, p, = M (X — my) = M (X) — m, =0.

En caso de una distribucién simétrica de la variable aleatoria X respecio

& la esperanza matemdtica son también iguales a cero los otros momentos cen-

o Castens i, X) = M (X) y iy (X) = D (X)

nviene también tener en cuenta que oy (X) = ¥ B3 = .

Si los valores de la variable aleatoria son préximos a cierto nitmero a,

entonces para calcular los momenlos centrales de los primeros cuatro Grdenes
ey conveniente utilizar las formulas:

py (X) =0,
pa (X)=(F—a)*—(z—a)?,
Ky (X)=(E—a) —3 (z—a)-GF—ar 42 @—a),

e (X)=(z—a)—4 (=) T—aP+b{z—a)® —af—3 (z—a).

Con ayuda de Ja designacién v, = (xr — a)* estas formulas se transforman obte-
niendo la forma

o= 0, pg = vy — v, py = vy =~ Bvyv; 29, py = vy — dvgvy +

& + Bvgv) — v, )

En particular, sk a = 0, se obtienen las igualdades que determinan las depen-
dencias entre los momentos centrales p, e iniciales a, de los primeros cuatro
enes:

Pr=0, iy = @tg = a, py = oy — Joyety ++ 20, P = 2y — do@5 +
Bofeeg — 3od. (2)
~ Los momentos inicial y central de s-ésimo orden lienen una dimensién
igual a la del s-ésimo grado de la variable aleatoria.
Si las variables aleatorias X e Y estan vinculadas por la dependencia lineal

Y = kX 1 b, entonces e 1l de s-ésimo orden de la variable
aleatoria ¥ se determina del modo siguiente:

Mo (V) = p, (X 4 b) = k%, (X + B) = kip, (X). 3
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Es facil demostrar gque w, {X 4 €} = p, (X), donde C es una constante
arbitraria.

La desviaciéin tipica se determina asi:

0 (N =1 N =V E (X = 15|V iz (X = | klo (X). (4

Sea X una variable aleatoria contlinua. Para determinar sus caracteristicas
numéricas construimos la tabla

X F 2y sl Le

Wx wy gy - wy
donde z; es un lquiera pert iente al intervalo [E,_, E;l, i =1,
2, .. ., L. Generalments se supone r; = {§;_y 4~ §;)/2. Expresando la asimetria
irel exceso de la variable aleatoria ¥ = kX + b por la ssimetria y el exceso de
a variable aleatoria X cuyas férmulas se citan en la pég. 228, obtenemos

Wy (¥) kapg (X}

SN = =T os (0 — 8" &S (X): <)
k4
Ex =) —s= MK s g ) ®

Es evidente que s: k= 0, entonces S, (kX 4 &) = 5§ (X); pero si k<0
entonces Sp (kX + b) = — 8 (X).

893. Calcular los momentos centrales de los primeros cuatro
érdenes de 1a variable aleatoria gue tiene la distribucién estadistica
siguiente:

X 1 12 13 14

w 0,3 0,25 0,15 0,25

Resolueidn, Tomemos & = 10. Para determinar v;, vy, V4, V4 COMDPUNEmMoS
la tabla de célculo:

X—a w WiX=-a) | Wix—ait | wi(X—ap | wx—ap
1 0,35 0.35 0.35 0,3 0,35
2 0,25 0,50 1,00 2,00 4,00
3 0,15 0,45 1,35 4,05 12,15
4 0.25 1,00 4,00 16,00 84,00
2,30 6,70 22,40 80,50
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De suerte que vy = 2,3; v, = 8,7; vy = 22,4; v, = 80,5. Por las {6rmu-
las (1) hallamos
P (X) =05 pg (X) =67 — 231 = L4,
ps (X) = 22,4 — 3-6,7-2,3 + 2.2,3% = 0,504;
By (X) = 80,5 — 4.22,4.2.8 4 6.6,7-2,3% — 3.2,8¢ = 3,1257.

894. Calcular los momentos centrales de los primeros cuatro
érdenes de la variable aleatoria que tiene la distribucién estadistica
siguiente:

i 4 9 14 19

w 0.4 0,2 0,3 0,1

Resolucién. Los niimeros 4, 9, 14, 19 forman una progresién aritmética, por

es0 ¥ = 4+ 5(X — 1), 0sea, ¥=5X — 1, k=5, b = — {. Construimes
la tabla
x W wx wxe Wiy wxd
1 0,4 0.4 0.4 0.4 0.4
2 0,2 0.4 0,8 1,6 3,2
3 0.3 0,9 2,7 H1 24,3
4 0,1 0.4 1,6 6,4 25,8
2.4 5,5 16,5 53,5

Por comsiguiente, o, = 2,1; oy = 5,5, ay = 16,5; ¢, = 53,5.
Por las formulas (21} encontramos:

BlX) =0; py (X)= 55— 4,41 = 1,09;
pg (X) = 16,5—6,3.5,5 4+ 2.2,1% = (,372;
e (X) = 53,5 — 8,4-16,5 + 6-4,41.5,5 — 3.4,41* = 2,0857.
Ahora, utilizando la férmula (3) obtenemos p, (¥} = 5 p, (X), O sea,

mY)=0; pg(¥)=25.1,00= 27,25
pg (¥) = 125.0,372 = 46,5; p, (¥) = 625-2,0857 = 1303,5625.
895. Valiéndose de los datos del muestreo, determinar los momen-

tos iniciales y centrales de los primeros cuatro érdenes, la asimetria
y el exceso si la variable aleatoria X estd definida por la tabla.
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i 10, 2§ 12, 4 14, 81 18, 81 18, 10

Resolucién. El volumen de la muestra es n = 25. Consiruimos la tabla

L X2 “'x‘“\‘ W X4

X W w.I W

1 0,12 0,12 0,42 0,12 0,12
3 016 0.48 1,44 432 12,08
5 0,40 2,00 10,00 50,00 250,00
7 0,20 1,40 9,80 88.60 480,20
9 012 1.08 9,72 87,45 787,82

5,08 31,08 210,52 1530,60

c(.;nsm\uante. o -=05 JOB; oy = 31,08; oy = 210,52; «, = 1530,60,
l.i:.:lm An las f&mulna (2), encontramos:

1, = 31,08 — 25,8084 = 5.1736, o sea, D (X) = 5,1786;
By = 210,52—3-5,08-31,08 - 2.5,08% = — 0,8462;
fta = 4580,80—4-5,08.210,52 + 6-5,082-31,08—3-5,08¢ = 67,3004.

De ello obtenemos

0 (X)=1/51750 == 2,275;
0,9462
snn=tal = S0~ —oosns
2o (0= 5= T8 - e —0uias,

896. Valiéndose de los datos del muestreo, determinar los momen-
tos iniciales ¥ centrales de los primeros cuatro Srdenes, la asimetria
y ol exceso para la variable aleatoria definida por la tabla.

I 11, 81 138, 5 38, 71 17, 8[ 19, 11]

x 2 4 10 8 3

264



§ 18. Determinacion de las leyes de distribucién
de veriables aleatorias basdndose
en dafos experimentales

1, Distribucién con densidad uniforme. Sea dada la distribucitn estadistica:

I 180, Tl 18 Bal | Bt~ B
w ey wy wes wy
5i los niimeros wy, wy, . . ., ;300 priximos unos a otros, entonces para la elrbo—

wy
racién de las observaciones es cémodo valerse do la lay de distribucién cen
densidad uniforme. Como se sabe (véase la phg. 214), en este caso la densidad
de distribucién se determina del modo siguiente:

0, Bl r=<a;
f{x]-a{i}(b—a}. 81 asar=h
0, 3i z>=b

La esperanza matemdética, la varianza y la desviacion tipica para la distri-
bucién con densidad uniforme se determinan por las férmulas

M(X)= (a4 B2, D(X)=(—a¥12, o(X)= (b—a)/2)3),
Asi, pues, resolviendo el sistema de ecuaciones

{¢+5);'2=:'-d_’(1).
G—a)/2 =0 (X),
se puede hallar ¢ y b y luego la densidad de distribucién buscada,

897. Igualar los datos experimentales, aplicando laley de distri-
bucién con densidad wuwniforme:

/ 4 10, 10[ 110, 20[ | ]20, 30[ | 130, 40f | 140, 50[ | ]50, BOf

nx 11 14 13 10 14 16

Hegolueion, Aqui n==280, Confeccionamos Ia tabla

X 5 15 25 35 45 55

w 11/80 14,80 15/80 10/80 14180 16/80

=ha



Suponiendo X = 57T, obtend la tabla sig

T w wT wT
1 11/80 1180 11/80
3 7/40 21140 63,40
5 3/16 15/16 To/16
7 1/8 7/

9 7140 B3/40 567740

11 LG 1175 12115

25/4 50810

Luego tenemos
M (X) = 5M (T) = 5-(25/4) = 31,25:
M (X%) = 52 (T%) = 25.(509/10) = 1272,5;
D (X) = 1272,5 — 878,5625 = 295,9375;
{(n+b}j2= 31,25,
(b—a)/(2 | 3)=1/285.y575.

Resolviendo el {ltimo sistema, hallamos a = 1,46, b = §1,04 de donde
1/(b — a} = 1/(61,04—1,46) = 0,017. Por Ic: tanto,

0, si ore1,48;
f(x)={0.01?, 81 1,46 =z 61,04;
0 si x>61,04,
Para ir el histog comp la tabla (donde b = 10):

I 10, 30 [ |10, 200 | J20, 30| | )30, 40[ | (40, 50[ | 350, 60

Wik 0,0138 0.0475 0,0188 0,0125 0,0175 0,02

En la fig. 52 se muestra el hiswﬁmm de frecuencias relativas de la distri-
bucién estadistica dada y el ico de densidad de distribucién.

Puesto que la distribucion con densidad uniforme es simétrica con respecto
a la esperanza matemética, lg (X) =Dd§ Sh‘SX) =0, 8e sabe también 2‘:: para
tal distribucién el exceso vale —1,2 independientemente de los valores de a v 5.

898, Efectuar la igualacién de los datos experimentales con
ayuda de la ley de distribacién con densidad uniforme:

I 1-1. 1] ", 3 18, 5[ 15 T 17, 9(

R [ T 4 5 8




2. Distribueién de Polsson. La distribucién de Poisson determina la co-
‘respondencia entre los valores de una variablo aleatoria X y las probabilidades
de eatos valores con ayuda de la igualdad

p=tt 1)
——;I- ] (

donde x toma los valores 0, 1, 2, 3, ., ..

0,02

-7

ooiski
0.0

0,005

1
I
i
]
]
]
I
I
I
1
. H
=20 <10 0 10 20 30 40 50 &0
Fig. 52

De este modo, Is serie de distribueién de una variable aleatoria X tienc
la forma

X 0 1 2 3
-3 A
- = e e
P & e h.3 o -2 - A3

En la préetica la variable aleatoria X toma ua nimero limitado de valores
i
0,1,2, ..., 1 ya que, al ser suficientemente grande ), la magnitud '—ﬁL es
pequeiia.

Recordemos que la distribucién de Poisson M (X)= D =i
Sea dada la islnpmién esladistica: : . = (X)

Rz ng ny ny ng
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Esta distribucidn puede escribirse también en la forma

X 0 1 2

w we wy wy a5 wy

8i para la distribuciin dada las magoitudes M (X) y D {X) no son proxi-
mas enire s, entonces ella no es wna distribucidn de Poisson. Pero si M (X) =
mAy D é:] == i, enlonces para resolver la cuestidn acerca del carvicter de Ja
distribucion conviene sustituir el valor de A en la expresitn (1) y calcular loa
valores de esta expresién para z =0, 1, 2, . . ., I. En el caso en que los valores
de P resultan préximos a los respectivos valores de W, se puede considerar que
la variable aleatoria estd distribuida por la ley de Poisson.

899. Se da la distribucién estadistica:

X 0 1 2 3 4 ] 6 7

Ry 7 21 26 21 13 7 3 2

Mostrar que ella es proxima a la distribucién de Poisson y deter-
minar la dependencia entre los valores de la variable aleatoria y
las probabilidades de estos valores.
T
Resolucién, Hallamos “’E ny=T-+214-26421 4 1347434 2=100,
=1

Componemes la tahla

X 0 1

L]
L3
'S
2]
@
-1

w 0,07 0,21 0,206 0,24 | 0,43 | 0,07 | 0,03 | 0,02

Determinemos la esperanze matemdtica de la variable aleatoria:
M (X) = 021 + 0,52 + 0,63 4 0,52+ 0,85 + 0,18 + 0,14 = 2,55,
Abora construimos la tabla

X3 0 1 & 9 16 25 3 49

W 0,07 0,21 0,26 0,21 | 0,43 | 0,07 | 0,08 | 0.02

Por consiguiente,
M (X2 =021 4 1,046 4 1,89 —t 2,08 --4,75 4 1,08 L 0,98 = 9,03, de
donde D (X)= M (X% — [M (X}]* = 9,08—6,503 = 2,527. Hacemos A=
= 2,52; entonces la dependencia entre los valores do la variable aleatoriay las
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probabilidades de los mismos se puede escribir en la forma

22
P= +2,02%,
2!
Determinando por esta férmula los valores de P para 2 =0,1,2, ..., 7,
obtenemos la tabla
X 1] i 2 3 4 5 6 7

P | o008 | 02 | oz oz |on|oen |om|on

900. Resolver el poblema, andlogo al precedente, para la distri-
bucién estadistica.

X ] 1 2 3 4 5 8 7 8 9 [ 10|11

ny i 3 8 14 | 17 | 17 | 15 [ 10 | 7 5 2 1

3. Distribucién pormal. Sea que la distribucién estadfistica

1 1&: &l IEo &l 161 &t

w wy iy wy

tiene ol histograma representado en la fig. 53. Componemes la 1abla

X xy Zy $5 E

W wy g var wy

haciendo z; = (E;_, + E))/2, i =1, 3, ..., L. En la figura estén unidos por
una linea continua Yos puntos (z; wy/k), (23, wy/h), . . ., (2, wifh), donde & es
el pasc de la tabla.

Si la curva conlinua obtenida es proxima a la de Gauss, entonces se puede
elaborar, los datos estadisticos con ayuda de la ley normal de distribucidn,
Determinadas la esperanza matemética m = M (X) y la desviacién tipica
o = o (X), examinamos la funcidn

fl2)= a‘;ﬁ g—ix—m)ti{2et) 1)

Hallamos los valores de esta funcién en los puntos z;, 23, . . ., #;. No es dificil
ver que los productos hf (), b (Za)s « . « bf {q) son es a [as probabilidades
da que la variable aleatora disl.rﬁuuida por la ley normal (1) tome los valores



pertenecientes a los intervalos B, &, IE,, Esl. . 1+ E1l- 5i la distribucidn
estadistica dada es prﬁxlma ala nm-mal 38 wmp 1r&n‘las igualdades aproxima-
dashi (/) = v, ¢ = 1,2 Més criterioamé

tos de m::ordancla de las Ieyos de distrihuclfm ampu‘icn ¥ tedrica.

y

Fig. 53

901. Se da la distribucién estadistica:

T |10, 31{13, 61|16, 91]19. 121012, 151[1£5, 181[118, 24[)]21, 24[}124, 27(}127, 30[

ne| 4| 8| 6] 6] 1w )] 7| 5} 2 | 1

Mostrar que ella es préxima a la distribucién normal y construir el
histograma de sus frecuencias relativas.

Resoluctén. Aqui n = 50, Construimos la tabla

X 1,5 | 45| 7.5 | 10,5 13,5 | 16,5 | 49,5 | 22,5 | 25,5 | 28,56

W 0,02 (0,08 |008]|0,42(0,22| 0,2 (0,44 0,4 | 0,04 | 0,02

Efectuando la sustitucién de la variable por ls férmula X = 37—1.5, esoribi-
mos la distribucién estadistica para T y T

T 1 2 3 4 5 6 7 8 Ll 10

w 0,02 |0,08|0,08]0,42{0,22¢ 0,2 (044] 0,4 10,04 0,02

w 0,02 | ©0,06]0,080,12]0,22]| 0,2 0,14} 0,4 ;0,04}0,02




Luego tenemos
M(T)=002+04240244 048 +1,14+12+ 0084 08+ 0,36
4+ 0,2 =55
M9 =002+ 0244+ 0724192455+ 7,2 6,86 + 6,4+ 3,24
+ 2= 34,1;
M (X)=3M(T) — 1,5 = 3-5,0 —1,5=15;

ot (X) = 0 (34,1 — 30,25) = 34,65; o(X)=1/9-3.85=3.1962 59.
or consiguiente,

1 —(x-1512/69,3
= — 2
1=
Hacemos (z — 15)/5,9 = u; entonces
1 -u®2 049 1 —utf2
E s — L0 ~ 0,47z, dondo zy=———-e &
o=V e Y
Los valores de la funcidn z,, se citan on la tabla 111, gﬂg. 450,

Utilizando estos valores, componemos ahora la tabla (h = 3):
x v T !{x) hf (x)
1.5 -2,0 0,029 0,005 0,02
4.5 —1.18 0,082 0,014 1,04
7.5 —1,27 0,178 0.030 0,09
10.5 =0,78 0,209 0,051 0,15
13.5 —0,25 0,387 0,086 0,20
16,5 0,25 0,387 0,i68 0,20
19,5 0,76 0,299 0,054 0,15
22,5 1,27 0,178 0,080 0,68
25.5 1,78 0,082 0,4 0,04
28.5 2.20 0,020 0,005 0,02

Nutemos que los resultados obtenidos pueden ser confrontados con las pro-
babilidades de que la variable aleatoria sc encuentire en el intervalo dado, que
se calculan por la firmula

h—m a—m 1y
X =), [m - ——
Pla<x<t=05| 0 uyﬁ) ( ovz)J’

x
2
donde (Du;z)ﬂﬁ I e="di es la funcién de Laplace cuyos valores se
o
citan en la tabla II, pig, 449, vy m= M (X)=15. Valiéndonos de ests labla,
enconiramos

Pl<X<3=05—[m [[}.E"ag] + @ (1,80)] = 0,5 {—0,9583 +- 0,9841)=
= 0,051

4 = 0,02;

P3< X <8)=05[—0 (1,08 + @ (1,44)} = 0,5 (—0,8733 + 0,9583) =
= 0,0425 =~ 0,04;

Pif<X<9=051—D(072) + ©(1,08)] = 0,5 (—0,6914 + 0,8733) =
= (,0905 =~ 0,08;
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P(8<=X<12) =105 l—mo{{:.saf.) -+ @ {0,72)] = 0,5 (—0,3893 4 0,6914)=

= Nl

P2 <X < 15)=0,5[—D (0) + D (g.iaéi)] = (,5.0,3893 = 0,1946 ~

P 5 < X <18) = 0,5 [ (0,28) — @ {0)) = 0,5-0,3803 = 0,1946 = 0,19;

P18 < X < 21) = 0,5 [® {0,72) — D (0,38)] = 0,5 (0,6914 —
=(,3803) = 0,151 = 0,15;
P <X<2i)=005D (4,08 - @ (3,079211 = 0,5 (0,8733 — 0,6014) =

P24 < X < 27) = 0,5 D (1,44) — ® {1,08)] = 0,5 {0,0583 — 0,8738) =
= 0,0425 = 0,04;

P27 <X < 30) = 0,5 |® [!,80&1— @ {1,44)] = 0,5 (0,989 — 0,9583) =
= 0,0154 = 0,02,

Come resultado tenemos la tabla

I 110, 3[(13. 616, 9¢]19, 12](112, 15[|115, 18[(]48, 24[}121, 24[[124, 27[)127, 30{

W 10,02) 004000015 0,40 0,28 | 0,45 | 0,09 | 0,04 | 0,02

Comparando los valores de w y de hf (x) (o bien los de w y de P), nos convence-
mos de que la distribucién estadistica dada se puede considerar subordinada
a la ley normal (fig. 54).

L '} ' I ' L L L
ol 3 6 9 12 15 18 21 24 27 20
Fig. 54

902. Resolver el problema, enélogo al precedente, para la d
tribucién estadfstica

=

_l=l=ls]=|%
R I I A R A A AR A B B B
“ld|lgl ||| 2|E(2[E[2]E
ng| 4| 4| 8| 16| 18| 20§ 30| 28| 22| 1B ) 44| 10| 4 | 4
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4. Distribucién de Charlier. La distribucifn normal es simétrica, o sea,
la curva y by ¢~ @ =m)*(20%) a3 gimétrica con respecto a la recta z = m.

No ok te, en la prictica se encuentran frecuentemente mmhién las distribuno-
nea asimétricas, En slcaso en u.e]a asimetria no es muy de, am \ra ahsolu~
to, la distribucién puede ser f]unlada con ayuda de la 1 de Charlier.

La densidad de la ley de Charlier se determina por la rgualdad

Sy (X X
fon @) =1 @+ [ 2L 1 w00y + S5

Wl =819 |,

dnmis 1 () o8 la densidad de la ley normal de distribucién, u = (z — m)fo,
1/} 2m) c"‘ 2 S;, (X) es 1a asimetria, E,[(X) e ¢l axceso. Ahora bien, el
segundo Suman do en el segundo miembro dela:.gu.a]ﬁad( es la correccitn a la

is normal de distribucién. No es dificil ver que si S, =0y £, (X)=0,

la dismbucién de Charlier coincide con la normal. La distribucién de

se puede escribir en la forma

——'s.. [i +'—"{-— (u3— 3u)+%z(— (u‘—Bu'+3!] 2

903. Valerse de la distribucién de Charlier para los datos de la
tabla estadistica

I |10, 3]|13, 6(]18, 9( |19, 12(]112, Iﬁl[l‘l.'h 18{|148, 24[|121, 24]|)24, 27(]127, 30[

mye | 4 5 8 15 28 ! 21 10 6 3 3
: |
Resolucidn., Aqui n = 100. Construimos la tabla
X 1,5 | 4,5 75 (10,5 18,5 | 16,5 | 8.5 | 22,5 | 25,5 | 28,5

W 0,01 | 0,05 0,08 0,45 0,28|0,21| 0,1 | 0,08 0,08 0,08

Pasamos a una variable nueva T vinculada con X por la dependenciaX =
= 37— 1,5. La distribucifn estadistica de 1a variable aleatoria 7' tiene la forma

r i 2 3 4 ] 6 7 § 9[10

w 0,01 10,05]|0,08{0,45(0,28|0,21| 0,1 {0,08 0.03’0.03
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M (T%) = 32,06;

0,12,
0,05
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#$233882E2%

T===37

613

EARSINBIER

32,08
1dad
v

SSHBIERINS

f=f—l=T=P ko l=l=1=L=]

o(T) =1/ 338 =183

IHGNEE~H52

M

= 30 (T) = 5,49;

5,36
o

BYERSSERET

12, entonces la frecuencia relativa de la distribu-

E (T)= pa (T)loM(T) — 3 = 34,59/11,00 — 3

(u‘—&)-l—i'%z- (u‘-—&ul+3)], o bien w==0,55

s (T)fo® (T) = 1,981,838 = 0,32;

us

8828833

[-X=1-F-1—T-1—¥-T_T-1

0,32

8

RRISIRSRY |

=977qoc e

M (X) = 85,36 — 1,5 — 14,58;

By (T) = 0, — by + Bofay — duf =

Sy (T)

[+

32,06—28,73 = 3,33;
2 Ex X)=0

*y

Elaboramos la tabla de célculo:

.1-23456?89@.&

ER81BIIZSER

A OG S S D S S D

8ECERRHIZY

ue b = 3, M (X)= 14,58 = m, o (X) = 5,49, u = (z — 14,58)/5,49,

3
Bag

q
= 0,
o Chalier se expresa por la igual

Confeccionamos la tabla para determinar las frecuencias igualadas por la

Luego tenemos

4

X

BIFETBRIET

. (T) = oy — Ity + 2al = 209,52 — 3-5,96.32,06 + 2.5,34° = 1,98;

= 1476,44 — 4-5,98.209,52 + 6:5,36°-32,06 — 3-5,364 = 34,50;

M (T)= 5,36,
D (T}

w

3-8, donde §=1--0,05 (13— Bu) —0,005 (u®— 60?8},

ot (T) = 3,38% = 14,00;
Puesto
ley de Charlier:

S (
ci%n

274



Comp do las fr ins obtenidas, después de igualarlas por la ley de
Charlier, con las frecuencias respectivas dadas por la tabla estadistica, 5
a la conclusién de que son suficientemente préximas las unas a las otras. Sinem-
bargo, 1a cuestién acerca de la concordancia de las distribuciones estadistica
¥ tebrica no se puede resolver sino que después de examinar los criterios de acep-
tacién (de Pearson, Romanovski, Kdlmogdrov). .

5. Criterios de aceptacitn de Pearson y Romanoveki, Examinemos la cues-
tidn acerca de la concordancia de las distribuciones estadistica y tebrica. Supon-
E:mus que la distribucién estadistica estd igualada con ayuda deuna ley conocida

distribucién (con densidad uniforme, ley normal, ley de Charlier, etc.).

Pearson pro el siguiente criterio de concordancia de las distribuciones
estadistica y tedrica. Primer g6 introduce la variable
i
(wy—ps)?
| S E A

donde w; son las frecuencias relativas definidas por la tabla estadistica ¥ p; son
las probabilidades obtenidas por cierta ley taﬁm de distribucitn, Luego se
examina la diferencia r = I — ¢, qE.mde 1 es el nimero de drdenes de la tabla

estadistica y ¢ es el nimero de que se imp sobre las frecnoncias
wy, By, . - ., @y 0l niimere r se llama nimero de grados de lbertad.
Por ejemplo, para la ley de distribucién normal ¢ = 3, ya que se utilizan

las condiciones siguientes:

i | ]
1) 3 m=1 3};] wzi=mg 3) 3| (s—maPwi=Dx
i=t =1 i=1
donde m, ¥ I, son la esperanza matemftica y la varianza en la ley de distribu-
cién tedrica.
Para la ley de Charlier ¢t = 5, ya que hay cinco ecuaciones linesles que
vinculan los valores py, psy - . ., P

13 t 4
1) E =1 2) E Pigp=my; 8) Z (z1—mz)? pyp=Dy;
1 i (=11

! 1
& Y (m—mPp=ns (2l 5) 3 (mp—mat pi=1q (X).
i=1 =1

Utilizando la tabla IV (véanse las pégs. 451 y 452), por los valores * y r
se determina la magnitud P que caracteriza la probabilidad de concordancia de
las distribuciomes tedrica y estadistica. 5i P << 0,4, se puede deducir que la
teorja reproduce mal el experimento. No obstante, si P > 0.1, esto quiere decir
que la hipétesis acerca de la distribucidn tedrica tomada no contradice los datos
experimentales.

V. I. Romanovski propuse el siguiente criterio de aceptacidn: si la magni-
tud |y* = r |/}/ 2r= 3, entonces la divergencia entre las frecuencias tedricas
v experimentales no deben considerarse casuales; si | x* — p | /1/2r < 3, este
divergencia se puede tomar como aleatoria.

904. Comprobar si concuerda o no la distribuci6én estadistica del
problema 897 con la tefrica gue tiene una densidad uniforme.

Resoluctén. Por los datos de la tabla estadistica en el problema 897 ha sido
determinada la densidad de distribucién

0, si z<=1,46;
(=)= {0.011', s 146z 61,04
0, sl z>61,04
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Hallamos la probabilidad de que la variable aleatoria distribuida por la ley
indicada con densidad uniforme tome los valores pertenecientes a los intervalos
1—10, o1, 10, 101, 10, 20( ....,}80, 70(, 170, BO|:

4| 110,00 ( ]0,10[ [ 1£0, 20[ j20, 30 ]30, 40(| 140, 50| ]50, 60[' 160, 70(’ 170, 80{

p 0 0,44 | 0,47 | 0,47 | 0,47 | 0,47 | 0.47 | 0,01 1]

Conviene sefialar que P (0 < X < 10) = P (1,46 < X << 10) = (10 —1,48) X
X 0,017 = 0,44; P {60 < X < 70) = P (60 < X << 61,04) = 0,04. Compo-
nemos la tabla de cdleulo para determinar 3%

w P W_P (W=Pp ‘_W;".L

0,14 0,14 0 0 0

0,17 0,17 0 0 1]

0,19 0,17 0,02 0,0004 0,0023
0,13 0,17 —0,04 0,0016 0,0094
0,17 0,17 0 0 0

0.2 0,17 0,03 0,0009 0,0052
0 0,01 —0,01 0,0004 0,0t

Por consiguiente, %? = 80.0,0260 = 2,452; =T, ¢t = B, r = 4. Cuando
r=4, de la tabla IV encontramos: si ¥* =2, p = 0,7358; si ¥ =3, p=
= 0,5578; si x¥ = 2,152, p = 0,7858—0.‘152-0.!7£= 0,7358—0,0271 = 0,7087.

Asi,pues, se puede considerar que Ja distribucién estadistica dada concuerda
plenamente con la ley de distribucién que tiene una densidad uniforme.

905. Se da la distribucion estadistica

-

10, ﬂ! 15. 1] 140, 15( 145, 201|120, 251} 125, s0(] 120, 351 135, o] a0, 45 s, s

ng| 2 12 8 4 14 i} 10 2 1 1

Aclarar si concuerda o no esta distribuci6n con la teérica que tie-
ne una densidad uniforme.

Resolucidn. Aqui n = 70, Componemos la tabla

X 2,5 7.5 125 (17,5)22,5| 27,5 82,5 37,5 | 42,5 | 47,5

1

W [ 0,029 0,171 | 0,114 0,057 0,2 | 0,086 |0,143[0,029[ 0,044 0,157
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Luego, hallamos

in
M(X) =3 wz = 2,6 (0,020 + 3.0,471 - 5-0,414 4 7.0,057 +

=
+ 8.0,2 4- 110,086 + 13-0,14 + 15-0,020 + 17-0,014 -+ 19+0,157) =
= 24,4285;
M (X%) = 2,5% (0,029 + 9.0,174 4 25.0,114 -+ 49.0,057 + 81.0,2 4
121.0,086 + 169.0,143 + 225-0,028 + 289.0,014 + 364-0,157) = 782,67;
D (X) = 782,67 — 596,75 = 185,92; o (X)= 1/ 185,92 = 13,63.

Planteemos y resolvamos el sistema de ecuaciones para determinar a y b2
(a-4-b)f2=24 48 a-+b=48,86 : ;

{ p—a)l 2V D =13,68 { Bamamd? (8 T 806 80,80

1/(b—a) = 1/47,16=0,0242,

Por lo tanto,

0, si z 0,85
fiz)=4 0,0212, si 0,85<x<C48,01
0 si z>48,01.

Ahora hallamos las probabilidades de que la variable aleatoria distribui-
da por la ley indicada tome los valores pertenecientes a los intervalos J0, 5[, 15,
10[, 140, 15(, ..., }5, 50[:

I —s.00 | 0.5 | 15100 | 10.150 | Ms.200 | 20,25
P 0 0,088 | 0,106 0,106 0,106 | 0,108
I 125,300 | 130,35 | 135.400 | 140,45] | 145.50[ | )50, 55
P 0,108 0.108 0,106 0,406 | 0,084 0

Notemos gue

P0<X<5=P(08 <X < 5) = 415-0,0212 = 0,088;
P (45 < X << 50) = P (45 < X < 48,04) = 3,01-0,0212 = 0,064,

73



La tabla de célculo para determinar y? tiene la forma

w P W-P (W-pp A
0,029 0,088 —0,059 0,003 0,034
0,171 0,108 0,085 0,004 0,038
0,114 0,108 (1,008 0,008 0,057
0,057 0,108 —0.049 0.002 0.019
0,2 0,108 , 004 0,009 0,085
0,088 0.106 —0.020 0,000 0,000
0,143 0,106 0,087 0,001 0,008
0,029 0,106 —0,077 0,006 0,057
0.014 0,108 —0,092 0.008 0.075
0,157 0,084 —0,003 0,009 0,141

0,515

De sverte que %* = 70-0,515 = 36,05; I = 10, t = 3, r = 7, Cunando el
valor r = 7 para %3 = 30 de la tabla I'V encontramos P = (,0001{. Como para sl
valor constante de r con el aumento de %® la probabilidad P disminuye, enton-
ces para %* = 36,05 la probabilidad 2= 0,0001. Esto quiere decir que en el
caso dado la teoria reproduce mal la prueba. .

Se puede legara la misma conclusidn utilizando el criterio de Romanovski.
En efecto, hallamos

[g8—rl | 36,0571 _ 29,05
Var Vit 3,742

Asi, pues, la hipitesis acerca de que la distribucién estadistica dada sea
una distribucién con densidad uniforme debe considerarse inverosimil.

7,763 >3.

906. Aplicar los criterios de Pearson y Romanovski para esta-
blecer 1a verosimilitud de la hipdtesis acerca de una distribucién
normal de la variable aleatoria en el problema 901.

Resolucidn. La tabla de céleulo tiene la forma

w P W-p WPy SEEE
0,02 0,02 0 0,0000 0,00
008 004 0,02 00004 0l01
0,08 0,09 —o'01 00001 0,001
0112 015 —0.03 00000 0,006
0,22 0.20 0.02 00004 0,02
0.2 0,20 0700 0.0000 0,00
014 0,15 —004 0.0001 0,0007
0.4 0100 0.01 00001 0,001
0.04 0,04 0 00000 0100
0,02 0,02 0 00000 0.00
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10
Luego tenemos n | % = 50.0,0887 = 1,935; I =10, t =3, r=

i=|

= 10—3 = 7. De la tabla IV hallamos para r= 7: si y?= 1, P = (,9048;
si y*= 2, P = 0,9508. Por consiguiente, para 3* = 1,835 obtendremos un
valor intermedio de P. Este valor so puede hallar aplicando el método de
interpolacién, Para %3 — 1 y % =2 los valoresde P se difercncian en 0,9948 -
~0,8508 = 0,035, Con el aumento de %2 la probabilidad P disminuye, por
eso para 3% = 1,935 tenemos

P = 0,9598 + 0,065.0,035 = 0,9621, o de otro modo P = 0,9948 —
— 0,935.0,035 = 0,9621.

La probabilidad obtenidajes msxor que 0,i. De acuerdo con el criterio de
Pearson esto es una razbn para considerar que la ley normal reproduce bastanto
satisfactoriamente la distrilucion estadistics dada.

De acuerdo con el criterio de Romanovski tenemos

jy2—r| _11,985—7|_ 5.085
Vi Vi mt‘-’l,!ﬁ%ds.

Por lo tanto, la diveregencia entre la distribucitn estadistica dada y la
distribucién tebrica gue la iguala se puede considerar casual.

907. Efectuar la igualacién con ayuda de la ley normal de dis-
tribucién de los datos de la tabla estadistica:

14, 1 &, 23 4, 8 4, & 4, 5 4 8 [ 16T &
1 Vg ) Wi ) i gt B

3 15, %
< Al » 5[ 4. B[ a[

Rz 1 2 3 4 5 8 8 9 10

s: 0 15,85 15T | 15, 8
Jol | s 70 | B.8f | 5 9f

'

3, 0| 18| 12| B 15 a
1) % il ]b. 2f ; af l i X sl !
el

Ry 10 9 9 T 5 4 3 2 1

Comprobar la concordancia de las distribuciones estadistica
y tefrica por los criterios de Pearson y Romanovski.

Resoluctén. Aqui n = 100. En adelante supondremos que los valores de la

variable aleatoria coinciden con los valores medios aritméticos de las fronteras
de los intervalos:

X (415 %25|4.35 4.&5’4,5{6.85,& 75 4.85]&.95%0515.15*&15’5. 35’5.45,5. 5}5.55]5.75}5.85
w 0.010.02‘0.03‘0.040,9540.0&‘0.08 0,08/0.1 (0, 0.00[0.09!&0’7(0.06‘0.041 0.0310.0210.01

-




) Cg}no los valores de la variable aleatoria son proximos a 5, construimos
a tabla

X-5 w (X-3) W (X=51t W
0,85 0,01 —0,0085 0,0072
—0,75 0,02 —0.0150 0,0113
—0,65 0,03 —0,0195 0,0127
—0.55 0,04 —0,0220 0,0124
—0,45 0,05 —0,0225 0,0101

—0,35 0,08 —0,0280 0,
—0,25 0,08 —0,0200 0,0050
—0,15 0,09 —0,0135 0,0020
—0,05 0,1 —0,0500 0,0003

0,05 0,1 0, 0,
0,15 0.09 0,0135 00,0020
0,25 0,09 ,0225 0,0056
0,35 0,07 (,0245 0,0088
0,45 0,05 0,0225 0,0101
0,565 0,04 0,0220 0,0121
0,85 0,03 0,0185 0,0127
0,75 0,02 0,0150 0,0113
0,85 0,01 ,0085 0,0072
—0,001 0,1404

Por consiguiente,

M (X —5)=—0001; M[X—5=01404 M(X)=5-+ M(X—5)
= 4,999;
D (X)= M [(X — 5] — [M (X — 5)] = 0,4404; o (X) = 1/ 01404 =
= 0,3747 == 0,375.

La densiadd de distribucién de la variable aleatoria X se determina por la
igualdad

1 - (E= 5120, 375%)
e« ' 1 (*
flz) BV )

o bien
f(z) = 2,67-3,, donde u = (z — 5)/0,375 = 2,87 (z — 5).

Determinemos la probabilidad de que la variable aleatoria distribuida por
12 ley normal indicada tome los valores pertenecientes & los intervalos J4, 1;
4,2[,14,2; 4,3, . . ., 15,8; 5,9 y comprobemos la concordancia de las distribu-
ciones estadfstica y tefirica por los criterios de Pearson y Romanovski. Cons-
truimes las tablas:
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cado de P es un poco menor que la unidad.

o 5=mi.._ﬂ .m W.M
SR e > = - a5 =1
4k | 888882358858888888 | 255 : 2
= T T T o YT e o o® g Be =] et s
: cocclevgiz § 3% || sssmasass
s @y o FERED G e e N |
& WDNMOMNMWWWWWUUWWW w.u.?.“.nu_..m K-t %qw 2| occooooocooa|S
| | 885288 ssE 53888 |y ayee 3475
2 | coocdocdoocessonassa ran.mm_ w =23
=3 o =
=] V g9 879
+ | 333883338858888=388 | |35- £1 EEg-
W. 000000440040000000 !_.._ﬁsm W ..m.m .Wh
“ad8f 3 &3 % |szzsszesss
- | Siszessssscesszsss |,-ezs . #2.c | i |E§§5582888
e L L ) JEMMlc MH.W mm.eanuu 8 E | SSSSSSasas
-2 aw -l = =1
+ | 338388gsessasesess 417 (V15288 =
cococooooococoonss | THEE8 & BE a2 @
1sSgez8-| 3288 3
J..N 9 W he o A
® SNNFRESoSCoS s = N__ D.nﬂum.,mﬁl_m oy A o N =
¥ | saszesgesecesesans 21558 I[N 2388 || + | _338838383
= Scococooooooooocoano W.B.....dumwni. 8.1,W. Iw. W” 000_4000_400
1 ln.nu =1 éﬁ__ = ..u
=g — g,
P A Ez8 @ =
% | 239855882225578328 | J glaves | oS48 3
= COCoOCOOONmOTSoOOoSD |, .u...n.m“N_c| w..mh..m 8
xm 50T @
_ExT - -
s | 28822835 agnaseeses | 282 MEEER 31 | |zssengenay
SSoddcocogdoocossSS mmw_wum.,mul.. mm.me - coSeSoSaoS
Haasy. BE B
NSISREEINESERNGISE | Foobisl  TeiC &
TITTTI97oo s~ | 8255380 5S¢ .3
oz 0. T o2
3 .. = at . ™
s3gs 882 EEg2EN) . |3u8anszess
o =] = T Coooo oo
cRBuneengeanELRERy [Ta3g8"  SABEES| U |Sesssssses
S el S o S S U A W A A U D S m__“m.m,n g ﬂ%

Puesto r{ge en la tabla los valores se dan con una precisién hasta
s

el valor

)

0,004,




Por consiguiente, 2 = 100-0,034 = 3,4; 1= {0,t = 5 osea,r= 40 — 5= 5.
De la tabla 1V emcontramos para r = 5: si 1‘-— 3, P = 0,7000; si 5= 4,
P = 0,5484. Por eso, para %* = 3,4 tenemos
P = 0,700—0,4-0,150¢ = 0,63976 > 0,1.
Utilizando el criterio de Romanovaki, hallames
| i =er | 13,4—5] 1.6
= — —=0,506 <3,
Vir V1o 3,162 .

Asf, pues, segin log criterios de Pearson y Romanovski la hipétesis acerca
de que In distribucién estadistica examinada concuerda con la distribucién de
Charlier se puede ecnﬂide‘rar vercsumll.

6. Criterio de acep de Kolmogérov. Supong, que se da la distri-
bucién estadistica

X I £ £ wiu ES

W wy uy wy v wy

donde z;, 2., . . ., z; son log valores medios de los intervalos respectives de la
variable ‘aleatoria, En calidad de medida de divergencia emntra las distribucio-
nes tedrica ¥ estadistica en el criterio de Kolmogérov se examina el méximo de
valores del médulo de diferencin entre 1a funciin estadistica de distribucién
F* (z) ¥ la funcidn tedrica (integral) respectiva de distribucitn F (z)

Como es sabido, la funcitn integral de distribucién se define por las relaciones

si zam;
&
1iz)= EPJ- si mrsary, (k=i 2, ..., 1=}
1
si z>=a,

donde py = af (x,);(f =1,2,..., 1)y (z) e= la densidad de distribucién de la
variable aleatoria
Primeramente se determina la magnitud

A=DVm )

donde D = max | F* (x) — F (z) | y n es el volumen de la muestra. Luego, de
la igualdad

P (a.)-i- 2 (—1) -2 @

s determina la probabilidad de pue a cuenta de causas puramente aleatorias la
djvlergam:is méxima entre F* (:? ¥ F (z) resulte menor que la que se obeerva
realmente.
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St la 'pmhahlilidad P (M) es }?L&ueﬁa (menor que 0.05}.__1:1 hipfzteaia debe

como inv il; si

1a hipbtesis pu
Para hall
tabla V, pig. 458).

tiene valores

ede id compatible con 1os datos expe
ar los valores de P (A) es comodo valerse de la tabla {véase la

¥

rimentales.

909. Estimar el grado de concordancia de la distribucién estadis-

tica examinada en el problema 889 con la de Poisson.

Resolucidn. Construimos la tabla

X w P Fex) F (=} F# (x}=F (=)
o 0,07 | 0,08 0,07 0,08 0,0

1 024 | 0,20 0,28 0,28 0

2 0,26 | 0,25 0.54 0,53 0,01

3 0,21 0,21 0,75 0,74 0,014

i 043 | 0,18 0,88 0.87 0,01

5 0,07 | 0,07 0,95 0.94 0.01

8 0,03 | 0,03 0,98 0.07 0,04

T 002 | 0.01 1 0.98 0,02

Es evidente que D = max|F* (r) — F (z)| = 0,02. Como n = 100,
entonces, valiéndonos de Ia férmula (1), hallamos A = 0,02.1/100 =
la tabla V obtenemos P (0,2) = 1,000. Ahora bier, la distribucién estadistica
examinada no contradice la tebrica segin la ley de Poisson.

0,2, Da

910, Valiéndose del criterio de Kolmogérov, averiguar si con-
cuerda o no con la distribucién normal la estadistica:

T ()0, 21]12, 41| 14, 61) 18, 8( | 18, 10] | 110, 42[ | 112, 14[}il14, 16] |:116, 18[ [ ]18, 20[
ne | 10 | 20 | 51 | 58 122 90 8 ] 30 10
Resolucién. Escribimos la distribucién dada en la forma
X i 3 § 7 9 11 13 15 17 19
w |o02]006]|010|0,42]0,20]| 0,48 0,46 0,08 | 0,08 | 0,02

Pasamos a una variable nueva I por la férmula X = 27 — 1. Componemos

la tabla de céleulo:
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{ 0,02 0,02 0,02
2 6,06 0,12 0,24
3 0,10 0,30 0,90
4 0,12 0,48 1,92
5 0,20 1,00 5,00
[ 0,18 1,08 6,48
T 0,18 1,12 7.84
8 0,08 0.64 5,12
9 0,06 0,54 4,86
10 0,02 0,20 2,00

_U‘
g
B
]

Luego tenemos
M (T)= 550, M (T% = 34,38, D (I)= 34,38—30,25 = 4,13;
o (T)=1/413 = 2,032;
MX)=2M(T)—1=2.55—-1=10; o(X)=20(T) = 2.2,032=
= 4,004,

Entonces la densidad de distribucién se escribird en la forma

- 1 L e— =10V, 4, 0667)
arrrey; - “

o bien f (z) = 0,248.z,, donde u = (z — 10)/4,084.
Componemos dos tablas:

x| wu W | 1@ W x| w | werew Fe | FRES
1] 2,214 0,085 [0,000 | 0,02 1 |0.02[0,02[0.02] 0,02 0,00
8| —1,722 [ 0,091 | 0,022 | 0,04 3 [0.06|0l04|0.08| 006 | 002
5| —1,280 | 0,187 | 0048 | 0,08 5 |0.40|0,08]0.18| 0}15 | 0,03
7} 0,738 | 0,303 [ 0,075 | 0145 7 |042|015/0,30| 0,30 | 0.0
9| —0,246 | 0.387 | 07095 | 0118 o [0/20|0,19|0'50| 0lds | o001
11| 0,245 0,387 | 0/095 | 049 11 |018|0l18]0 e8| 068 | ©.00
13| 0,738 (0,303 | 0,075 | 0145 13 |0.46/015|0/84| 0,83 | 0l01
15| 1,230 [0/187 |0j048 | 008 15 |0l08|0.08|0}52| 0/92 | 0’00
17| 1,722 | oloat | 0022 [0j04 17 |0l06|0l0s|0/95| 0l98 | 0l02
19| 2,214 (0,035 | 0,008 0,02 19 [002|0'02[1" | 0'98| 002

De la seguns tahla se ve que casi todos los valores de las frecuencias relativas
gon préximos 4 los valores respectivos de las }:mbnbilidsdes balladas con ayuda
de la densidad de distribucién definida por la igualdad (s). De ello se deduce
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directaments que la distribucién estadistica dada es normal. No obstante,
resolver definitivaments la cuestién acerca de la dancia de la distrib
estadistica con la normal aplicamos el criterio de Kolmogérov.
Como se ve do la segunda tabla, D = max |F* (z) — F (z) | = 0,03. Puesto
we n = 500, tenemos A = 0,03-)/ 500 = 0,87. De la tabla V encontramos
(0,65) = 0,7920, P (0,70) = 0,7112. Como con el aumento de 2 la probabili-
dad P (A) disminuye, 0,7112 << P (0,67) << 0,7920.
Asi, pues, se puede afirmar que la frontera superior del error absolute

de]]a i dad aproximada F* (x) =F (z} seré no menor que 0,03 para cualquier
valor de x.

p?.}'ﬂ




Capitulo VI. Concepto de ecuaciones
en derivadas parciales

§ 1. Ecuaciones diferenciales en derivadas parciales

1. Ejemplos de i dif iales el tal erivadas parciales,
Examinemos varios ejemplos de ecuaciones en derivadas pmialsa

911. Hallar la funcién z=2z(z, ¥) que satisface la ecuaci6n
diferencial -E’f-= 1.

Resoluelén. 1 do, obt z=z 4 ¢ (y), donde ¢ () ez una
funeién arbitraria. Esto es la solucién general de la ecuacion dlfsrencls] dada.

912. Resolver la ecuamén & --ﬁy, donde z=z(z, y).

Resolucién. Integrando dos veces con respecto a y, obtenemos ‘:" = '+

T @ (z), 2=y + y-9 (z) 4P (=), donde ¢ (z) ¥y ¥ (x) son funciones arbitra-
ria

913. Resolver la ecuacién "6-;753_0

Resolucién. Integrando la ibn con respecto a x, t.memosgf = f (y).
Al integrar el resultado obtenido con respecto a y hallamos z = ¢ (z) + ¥ (¥),
donde ¥ (y) = jf (w)dy.
612
Py i 1,

915. Hallar la solucién general de la ecuacién afayg 0.

Ecuaciones dilemnclalea de primer onlen Ilnenles con respecto a las
derivam Exami la

914. Hallar la solucién general de la ecuacién

Xﬁ-i-Ya—yzz, (1)

donde X, Y v Z son las funciones de =, y, z.
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Resolvemos previamente el sislema de ecu 1if iales ordinarias
gz dp _ ds
X Y zZ"*
Supong que la solucién de este sistema se d ina por las igualdad

wy (2, ¥, 3= Cy, y=(z, p 2)= Ca
Entonces, la integral general de la ecuacién diferencial {1) tiene la forma
D (o (z, ¥, 2} gz 4 P =10,
donde @ (wq, ©y) &8 una funcién continuamente derivable,

916. Hallar la integral general de la ecuacién z%+y -2-5—-:5

Resolucién, Examinemos el sistema do ecuaciones -a.f» = -{;i = .-“1:_- "
Resolyiendo la ecuacién a—:'zaT:", obtenemos %=C.: la solucién de la
ecuacion i:--ﬁ o8 ?__Ca Ahora se puede hallar la integral general
de la ecuacién dada:

@ {y/z, 2/x) = 0, o bien z/z = ¢ (yfz),
o sea, s = =y (y/x), donde 1y es una funcién arbitraria.
917. Hallar la integral general de la ecuacién
(::H—y‘)-——i— 2zry —_i}
. o dz dy dz
Resolucisn, Escribimos el sistema de Pt ey

Aprovechando la propiedad de las properciones, representamos la ecuacién

4z =—dy— en la forma

=42 2ay
detdy _ dr—dy o hign Sty _ dlz—y)
Byl By EE9F T E—eE
Integrando, obtenemos
: £ 1 B oo
— N R TR Rt

La fllt-ima lgua]dad se puede escribir en la forma :’1" = (.

ién del si dz = 0. De gllo z = C,.
La i.ntegrnl general tiene ‘.a forma

w(mf‘_—m, )=0. obdien z=v(-zk).

918. Hallar una superficie que satisiaga la ecuacién yzij-{-

+xz-a—y-~————2:y y pase por la cireunferencia 22+ y*=16, z=3.
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Resolucion. Vamos a resolver el sistoma de ecusciones % =

dz e
= &

el d inader, t
rdr=ydy, 2rdr= —zds.

Integrando ambas ecuaciones, obtenemos

=, x’-{—zT’— s
La integral general de la ecuacién dada tiene la forma
2
x’-}-sz P (z2—y). (*}

De la familia de superficies que se definen por esta ecuacifn es necesario
destacar la que pasa por la circunferencia z* -+ y? = 18, 1 = 3. Para hallar la
funciém ¢, en la jgualdad (s) hacemos z? = 16 — y* z = 3. Entonces obtene-
mos 16 — p24-9/2 = 1 (16 — 2y%). Sea que 16—2y* = ¢, de donde y? =8 -
- #/2). Por consigniente, ¥ () = él 25:}!2, osen, P (? — ¥ = (2F— 304
<+ 25)/2. Sustituyendo la expresién hallada en la relacisn (#), nos queda

;L]..z_;:x’;y;;"_zi, o bien 2?4yt o125,

De suerte que la superficie buscada es una esfera.

919, Hallar la integral general de la ecuacién

dz fz
-‘,Fsenx+a—ysen == 36D z.

920. Haller la integral gemersl de la ecuacién ya—ae

iz
+.r:za—y=::y.
921, Hallar una superficie que satisfaga la ecuacién %—gi— -+
-+ yl:z—y=4 ¥y que pase por la parébola =z, z=0.
§ 2. Tipos de ecuaciones de segundo grado
en derivadas parciales.
Reduccién a la forma canénica
Examioemos la ecuacién de segundo orden
2z &z 8% dz az
et B te g tF (:, b 2 5 _ai‘)=°' e

donde a, b, ¢ son funciones de z & y.
Se dice que la ecuacién indicada en ol dominio D pertenece al tipo hiperbo-

leo si en este dominio ® — ac = 0. Sin embargo, 8i b — ac = 0, la ecuacifn
pertenece al #po parabdlio ¥ sl b? — ac < 0, al tipo eliptico.
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La ecuacién

Xl e e OB ,,‘E.)
oxdy ( PR TG Ty
se llama ecuacién candnica de tipe hiperbélico; la ecuacidn
P
ar ( vl P TgE 61;)
so llama ecuacién candnica de tipe parabélico; la ecuacitn
i) %z ; [
ey +_£’y’ =¥ [3’- ¥ 3550 d_u'J

se lama ecugcién candnica de tipo eliptico.
La ecuacidn diferencial

a (dy)® — 2bdrdy + ¢ (d2?) = 0

se denomina ecusclén de caracterfsticas de la ecuacién (1).

Para una ecuscibn hiperbélica la ecuacion de caracteristicas tiene dos
integrales: @ (z,y) = Cy, ¥ (z, ¥) = Cy, 0 =ea existen dos familias de caracteristi-
cas reales. Con ayuda de la sustitucién de las variables § = @ (x, ), n =
= ¢ {z, y) la ecuacién diferencial {1) se reduce a la forma candnica.

Para una ecuacién parabdlica ambas familias de curacteristicas coinciden,
o sea la ecuacién de caracteristicas da solamente una integral @ (z, y) = C.
ED este caso es necesarie efectuar ]a sustitucién de las variables § = @ (z, ),

1 = ¥ (2, y), donde \ {z, y) es una funcién cualguicra para la cual ;}gﬁ —

—3—53—2 = 0. Una vez efectuada tal snstitucién, la ecuacion se reduce a la
forma candnica.

Para una ecuacién eliptica las integrales de la ecuacién de caracteristicas
tienen la forma ¢ (z, y} = o (z, ¥) = Cy,5, donde @ (z, ¥} ¥ (=, ¥} son funcio-
pes reales. Con ayuda de la sustitucion E =g (z, »), n =1 (= ) la ecua-
cién {1} se reduce a la forma canfnica.

922. Reducir a la forma candnica la ecuacién

P 9%
2. —_— R ——
sl i v 0.

Resolucién. Aqui, a =23 b=0, ¢= —*, b —ac=s%">0; por
consiguiente, 63 una i6n hiperhdlica.
Escribimos a ecuacién de caracteristicas:

2% (dy)? — y® (dz)® = 0, o bien (zdy + y dz) (z dy — y dz) = 0.
ol dos i diferencial
rdy+yde=0 y zdy—yds=10

separando las variables e integrando, tememos

—%L-f—-d—:—:ﬁ‘ o sea, Ing-+lnz=Ing,,
d. dr
_:_‘d?=0' o sea, Iny—Inz=lnC,.
pués de la potenciacidbn encontramos zy = C; & ylx = C;, o sea, las
ecuaciones de dos familias de caracteristi Introduci las nu varia-
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bles £ = zy, tl=yix. Expresemos las derivadas parciales con respecto a_viejas
variables por las derivadas parciales con respecto a las nuevas variables:

u du  BE du  dm _ du oy,

9z % oz | am @z o Y aq =
L
z

o _0u O w oy _ou . o

By OE oy em oy a5 e
d%u '6 (au } o(ﬂu y)_(a‘u dE

o L
wwlw)-wlaF=-lw et =
u dF , Pu By v , fu 2y Py du oy
R b e e G e b i
9*u & du 2 *u
~ (o v et e =
g e oyt A gt du gy

B R T T
e &u e Iy 1 u A Pu dny_
= mtama)ts (mrataa)=

ax{—‘:—;‘-‘:—‘;-i- il -;—]+%‘( i x+a=u.L)=

FEIM dEay et z
atu 9% 1
Eo R, R 0 PR AT e
g+t w
Sustituyendo en la idn dif ial dada, las expresi halladas para
las segundas derivadas, obtenemaos
8%y e oyt ot y? du w
2 P — e Y e i e [ i
x(é‘E’ X 2%8\1 ;’+Er|‘ r*-r_zé’l] :’)
dhu BT 1
— AR Aol N BRI
(g o+t
gl =+2ﬂ..l= - w1 w1 .
ak an am =z dgan 2 dn xy
& i du

GEan & on
o sea, Ja ecuacidn estd reducida a la forma candmica.
923. Reducir a la forma canénica la ecuacién

i3 5%z 8%z
LT sentz— y T R
5 Sen* z—2ysenz. — 5 TV T =0.
Resolucion. Aqui a = sen®z, b = — y sen z, ¢ = y*, Puesto que §* — ac =
= y*sentx — ysen® r = 0, la ecuncién dada es parabélica.
La ecuacion de caracteristicas tiene la forma
sen? z (dy)® + 2y sen z dz dy -+ y? (dz)® = 0, o sea, (sen x dy + y dz)* = 0,
i Separando en la ecuacidn sen z dy -+ y dr = 0 las variables e integrando,
emos

——=0; In y+lntg-;—=[u C;  y-tg ‘-;—-=6'
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Efectuamos la sustitucién de las variables: E = y-tg;, 1 =y (funcién
arbitraria). Entonces obtenemos

a: oz ot 4 o .z
=3t ax"'aq Tz oz o Ve T
5‘: gz ok gz dn __ x Bz

S nt o= Tt
6’: _1 8%z af dtz  an\ 2 T
=zl mtEm o) yseet 5t
x 1 &% z . 1 dz k3 2

-{——-—-.ysss’-lz--th:—é—‘ﬂ—E:-y'-ﬂec'm—f—-z--y-?g-secﬂi-tg-ﬁ-:
a== o 0k 0% z 8% an
== 5wt "ajy')"“?"’aqag 8y+01?‘ W
a1,
z—agh-‘tg‘%—l—l 5 ;:1 -tg-—§-+——;—;
%z 1 | 8% dE atz . __
= (T e ) et S B

1 %z
=z (& gz"’d&dn)”‘" T T

Sustituyendo en la ecuacidn diferencial dada las expresiones para las segun-
des derivadas, tenemos

A 'I;'g? -yt sec‘T-sen‘z-}— 3%_ y-sec? —-1.g—-sen-:-—

(_:E:_ Pt — 5 +6§d ) yi- soc'-z--sanx——-E ¥ sec’-—- Ben T4

a% 8z
=y‘( ts‘zv Ty tgz-i-—r) 0.

Fécilmente se puede mostrar gque Jlos términos que contiencn -g%;-

[ ] " .
se eliminan mutuamente y la ecuacién toma la forma
v Fam v

1 'z dz
Té_ﬁ -ysec’-—-—-tg T - ggn? ’_Hre'a_q’_ﬁ yaeck -i---en z=0,
o bien
B R Qe
¥ dq“_?E .
21g(e/2 .oz b _ % q
Puesto que sen = gy tgy= o SR . Finalments

obtenemos
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924, Reducir a la forma candnica la ecuacién

3% i i -
az® _zea:éy +2 ay® =0.

Resolucion, Aqui a =1, b=—1, e=2, b —ae=—1 <0, 0 =en, la
ecuacién es eliptica.
La ecuacién de caracteristicas tiene la forma
(dyit + 2drdy + 2 (dz)* =0, o bien ' + 2y +2=20

De aqui, y' = — 1 & i; obtenemos dos familias de caracteristicas imagi-
narias: y +z — ir = €y ey + x -+ tx = ;. Electuando la sustitucion de las

variables § = y +x ¥ 1 =z, lenemos

83 _d: Gt a5 dng_ bz, O3

T w T w & T

gz gz & | dx Oy _ @ |

W% e am 0y o

Fo_ (e KB ) g o & oy

dz? FEE Oz —ém dx Tnat dx | oyt az

| 2z sz
=& T oy

Gz 4% dE, % gy _ 4% 8%

Groy O Ox WEOW 0z 9% | gsom |
% _ Pz dE Pz n &%

EZ S TR T T TR -

Sustituyendo las expresiones halladas en Ja ion dif ial, obt
%E;— I-Z%—}—%—E%—E% +2~%=0. sea, %—4—3—:} =0.

Reducir a la forma candnica las ecuaciones:

923. z®. ::: + 2y ai—g;g--i-yﬂ- %"‘,:U

926, 2 —4 %—3 %:-2 6 -§;—=0.

927, & - SE 4 2=,

§ 5, Feuaciorn de ia oscilacidn de uhe cueraa

1. Resolucién de la ecuacién de la oscilacidn de una cuerda g;:r el método
de caracteristicas Smé'lodo de d'Alembert). Se llama cuerda a un hilo fino que
}:mede encorvarse libremente. Sea que la cuerdn estd bniu una tensién inicial
verte T,. Si la cuerda g6 hace salir de la posicién de equilibzio ¥ se somete a la
accidn tfé una fuerza cualquiera, ella comienza a oseilar (vibrar) (fig. 55).
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ilact t 1

Nos limitaremos a examinar pequeiias, ¥ planas,
de una cuerda, o sea, aguellas en que las desviaciones de los puntos de la cuerda
con respecto a la posicidn de reposo sean pequefias; en un instante cualquiera
de tiempo todos los puntos de la cuerda estdn en un mismo plano y cada pun-
to de la cuerda oscile permaneciendo
en la misma perpendicular a la recta
correspondiente al estado de reposo
de la cuerda.

Tomando esta recta por el eje Oz,
designamos con u = u {z, t) la desvia-
cién de los puntos de la cuerda con
respecto a la posicibn de equilibrio
en un instante de tiempo t. Para cada
valor fijo de t el grafico de la funcidén
u = u (z, 1) sobre el plano x0u repre-
senta la forma de la cuerda en el
instante de tiempo ¢,

La funeién w = u (z, #) satisface
la ecuacion diferencial Fig. 55

Pu_ o P
o am th
donde a® = Tylp, f = Fip; p es Ja masa de la unidad de longitud (densidad
lineal de la cuerda), F es la fuersa que actiia sobre la cuerda de un modo per-
pendicular al eje de las abscisas, calculada para la unidad de longitud,
Si la fuerza externa falta, o sea, { = 0, entonces se obtiene la ecuacién de
oscilaciones (vibraciones) libres de una cuerda

P g d*u
art d9zd *

Para una determinacién completa del movimiento de la cuerda es necesa-
rio prefijar en el instante inicisl la forma y la velocidad de la cuerda, o sea, la
posicion de sus puntos ¥ la velocidad de estos dltimos en forma de las funciones

de las abscisas = de los mismos. Sea u | t—g= @ (2), %l | vemgi = (z). Estas con=

diciones se llaman condict intciales del probl
H
Reduciendo la ecuacidn :jt?:: —n’:—:—: = 0 a la forma candnica, obtenemos

la ecuacién Lid = {0, donde £ = r — at, 1 = z -} at. La solucién general de

la dltima ecuacidn se escribird asi: w= 6, (u) 4+ B, (), donde & = z — at,
1N = z -+ at, 6, O, son funciones arbitrarias.
De este modo, la solucién general de Ja ecuacitn de vibraciones libres tiene
la forma
y= 8y (x — at) + 6, (z + at).

Escogiendo las funciones Bldy &, de modo que Ia funcidn u = u (z, ) satis-
faga las condiciones inicinles indicadas, llegamos a la solucién de la ecuacién
diferencial inicial en la forma

at

k4
_Se—anigzia) | 1
e “]-;q"-i_“]—i—a“ 5 (2} ds.

x—at
928, Hallar la solucién de la ecuacién

8 e , -
o — o S l“l =25 5 |=0



Resolucidn, Como a=1y y(z)=0, u= w. donde ¢ X
X (z)=z%. Asi que
—f) a
oml POy s,
929. Hallar la solucién de la ecuacién
A, . _u u —
=i, o u) =0 G| ==
Resolucién. Aqui a = 2, @ (z) = 0, ¥ () = z. De donde
x40
umt S 2dz = £ AIEHE = £ (@20 —(—20), 0 so0, =1,
a2t

930. Hallar la forma de la cuerda definida por la ecuacién
Pu . O

a T

5 b . du
[ = — = " =1.
0 el instante t= -, si u}  =senz, — L_o 1
Resoluctdn. Tensmos
x+at
_Sen{r+at) 4senfr—at) 1
= z i o
xtal

u

o gea,

u=35eD 2008 ut—{--’E-s[*‘H", o bien we=sen z-cosat+1.

x—at

8i t = n/{2a), u = a1/(2a), o sea la cuerda es paralela al eje de las abscizas.

931. Hallar la solucién de la ecuacién g:4=-g.£—, siu g™ %1
du = —
7It=-n"' %

932, Hallar la solucién de la ecuacidn

Fu g e .
T P

=0 ﬂ| =Ccos T
=0 R = )

933. Hallar la forma de la cuerda definida por la ecuacién
$y &% 3 : du .
= o el instante {=m, si uL g=gens, Yli ,=Cos 2.

Resoluclén de la ecupcién de la cuerda por el metodo de Fourier. La
solucién de la ecuacién diferencial
B _ i

dair dxt

d

que satisface las condiciones iniciales
du
ufy=v0n | _=ve
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{se’supone que ¢ (:1] v () sobre al se%'nsnto [0, 1] son dos veces derivables con-
tinuamente, con ello ¢ (0) = ¢ (1) =g (h=0vp M =9%(=
= () ylas condiciones de frontera (de contorno)

U | e = 0, “]x—l_ou

puede ser representada como la suma de la serie infinita:

oo
3 k
u(z, t)= E ay €os L‘?i-{—bk sen “?: ) 860 h;: 4 (1)
h=1
donde
! I
ap =~ 5 {z) sen —dz. bhu:-—w-- S VP () sen -?ds
o [
Las condiciones de frontera indicadas se introd al diar las vibraci

defla cuerda larga I sujetada en dos puntos: z =0y z= L

934. La cuerda sujetada en los extremos £ = 0, y z = [ tiene
en el instante inicial 1a forma de la pardbola u = (4k/1%) X = (I — 2).
Determinar el desplazamiento de los puntos de la cuerda respecto al
eje de abscisas si las valocidades iniciales faltan (fig. 56).

Resolucién. Aqui @ () = (4hliY) -z (1 — :)& P (z) = 0. Hallamos los coe-

ticientes de la serie que determina la solucifn de la ecuacién de la cuerda osci-
lante:

Edz  by=0.

i
.:;.=i- jrp(x) aen d::nT-‘S{I:— z%).8em k’;
0
Para hallar los coeficientes ap se integra dos veces por partes:

ki
uy=lxr—z%, dv;=sen

= dz, duy=(I—2z)dz, v,=—-I——-cos%nz-—:

fen
8h knz 8h knz
a=—5 - (lz—z%)- —-co - t W-S(I—Zx)cns dz,
o sea,
i
8h

= dz;

k
ua=ml S(i-—*'ﬁl’)'WB ?
0

uy=1—2r, dip=cos -kF:-dx. duy = —2dz, v,:fﬁnsenk—zm—;
8k knz ¢ kazx
ap =5 (1—21)-sen -T_l +k’n’i ;lsen T dz=
knx |0
=‘—%-uos—}~f~in=-—*—%ﬂi {cos .H‘r.—l):ﬁ-il—(— 1)K],
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Sustituyendo las expresiones para @), ¥ by en la igualdad (1), obtenemos

o
16% kaat knr
uiz, = Z m—s-[l——(-—lﬂkl-cus li-sen i

h=1
Perosik = 2n, entonces 1 — (—1)* = Oysik = 2n + 1, entonces 1— (—1)ka=
= 2, por eso finalmente tenemos

P o 1
vl =" ) (P
n=1

" —'.—:J et — {2n +:i) n:c‘

935. 2o da una cuerda sujetada sobre los extremos z = 0 vyz=1L
Supongamos que en el instante inicial la cuerda tiene la forma de la

ul!, UI P,
a
Fig. 56

quebrada OAB representada en la fig. 57. Hallar la forma de la
cuerda para un instante de tiempo cualquiera t si faltan las velo-
cidades iniciales.

BResolucidn. El coeficiente angu]nr de la recta OA es igual a h/(1/2), o sea,

2i{l. Por consiguiente, la ecuacién de esta recla es u = (2k/l)x. La recta 4B
trunca sobre los ejes de coordenadas los se‘gmeums iy 2.!:,2’;‘101' eso la ecuacion de

esta recta tiepe la forma =/l + w/(2k) = {1, 0 bien u = (2h/1) (I — z). Asi pues
_ @, i O<ai2 i
¢ {=) {mm I—z), si 1R<recs PE=0
Encontramos
af k: 4k ‘¢ k
AL nx
“R=T§¢{J‘)'Eeni—dt=-;7- j Z-3€n - dx -
[ 0
4h :
knz
+T’_-E (i—z} sen T dr, bp=0.
172

integrando por paries, obtenemos

dr—

yz

s ni.h_:_ knx 2 | 4h | cos £T7
R =g rieas = k'_ni'! 08 =
1]

i
4R t 4h kaz
—m{l—:jmi”zmm-jcos 7 dr=
b2




2h kn 4h knz Ji/2 | 2k ka 4h kaz |1

== tEm T, TR T TR T ™

__ 4h kx 4h kn _ Bh kn

B T R e R R A
Por consiguiente

8w 1 K kna knat
w (x, x)_‘n—,ahz 88D =5 3eD —— -cos——.
=

Escribimos algunos términos de la serie:

8h nx mat 1 Inz 3nat
uz, t)= = (uen - eos ——F-sen —— cos -£_+

1 Sz Snat 1 Tnz Tnat
+?.3en —— -cos =~ —sen — -cos~—!——+ Smia ] .

936, Supongamos que las desviaciones iniciales de una cuerda
sujetada en los puntes z = 0 y = = I son ignales a cero y la velo-
cidad inicial se expresa por la férmula

i _{ vo(const), si |z—12|<h/2;
at 0, si |e—12|>h2
Determinar la forma de la cuerda para un instante de tiempo cual-
quiera .
Resolucién, Aqui @ (z) = 0 y ¥ (z) = v, en el intervalo J(I — k)2, (1 +

-+ h1/2] ¥ ¥ (z) = 0 fuera de este intervale.
Por lo tanto, ay = 0;

(I+=hyf2
by 2 vor80n XL fr vy 1 Rz [ithy2
"= g i I kna kx T |i-ay2
(A+hy/2
2wyl ke (l—h) km (I-Fh)_ dpgl kn keth
o [nos —-s—-—-zi ~c08 —5— ]=k—!_=n*a sen —-sen —.
De donde
u{x, t)= i';‘: . -;,:T-seu -r;ivsen ;fu"" .cos ;‘r;“ .sen -‘g,

o bien,

=&ngé_( nh nat R i anh 3nat
u(r, t) i sen 7 sen ——-sel = = 88N ——-BEN —— X

Anz Smat Sz )

i Sah
* sen— ‘f’_r,_e“"‘n o 80N — el ——
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937. Una cuerda estd sujetada en los extremos z = 0 y z = 3.
En el instante inicial la cuerda tiene la forma de la quebrada OAB,
donde O (0; 0}, 4 (2; —0, 1), B (3; 0) (fig. 58). Hallar 1a forma de la

cuerda para un momento de tiempo
o} cualquiera ¢ si faltan las velocidades
iniciales de los puntos de la cuerda.

g 938. Una cuerda sujetada en los
¢ % extremos x =0 y =1, en el ins-
A tante inicial tiene la forma u =

h{r* —22% - 2). Hallar la forma
de la cuerda para un instante de
tiempo cualquiera ¢ si las velocida-
des iniciales faltan.

939. Una cuerda estd sujetada en los puntos z =0y z =L
Las desviaciones iniciales de los puntes de la cuerda son iguales
a cero y la velocidad inicial se expresa por la formula

o (z—[/2}
S ===

Fig. 38

. L) _ b,

- , 8 |:..-'—-—2—I<T.

7 ; ! h
0 si I:_Tl:’f'

Hallar la forma de la cuerda para un instante de timpo cualguiera £ .

§ 4. Ecuacidn de conduccion del calor

1. Ecuacién de conduceién del calor para un caso no estacionario. Desig-
namos por u = u (M, ) la temperatura en un punto M de un cuerpo homogéneo,
limitado por una superficie S, en un instante ¢. Eg sabido que la cantidad de
i‘:a]ml':%a sorbida por el euerpo en el transcurso del tiempo dt se expresa por la
igualda

du
d@=k-d—nd-5 di, (1)

donde dS es el elemento de 1a superficie, k es el llamado coeficiente de conducti-
bilidad térmica interna, % es 1a derivada de la funcién u segén el sentido de la
normal exterjor a la superficie §. Como el calor fluye en la direccién de la dis-
minucidn de la temperatura, entonces d@ = 0 si :—: =>0ydQ < 0si :—-‘-‘:{ 0.
De la igualdad (1) resulta que
S
Q=dt 5 Sk- 3= as.
&

Calculamos @ por otro procedimiento. Separemos el elemento dV del volu-
men V¥ limitado por la superficie S. La centidad de calor dQ obtenida por el
elemento dV en el transcurso del tiempo dt es proporcional al aumento de la
temperatura en este elmento a ¥ la masa del mismo elemento, o sea,

Q= 1-%?— di-p dV, (2
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donde p es la densidad de la substancia y ¥, el coeficiente de A)m rcionalidad
1lamado capacidad calorifica de la substancia. De la igualdad (2) resulta que

du
Q=dt- j j j?vp-va;—c‘l’.
v
Asi, pues, tenemos

J{Jgam=afigte,
¥ 8§

donde a? =L. Teniendo en cuenta que g—i= jgrad u| y grad u—%-£+

+:—: H»% k, transformamos la jgualdad obtenida de un modo tal qus
presente el aspecto

5 i j%ﬁ—n' Ssj [:—: oos (n, z) -i-%cos (n, y)+-%'-:- cos (n, :)] ds.

Sustituyendo el do miemhre de ]a igualdad con ayuda de la férmula de
Ostrogradski-Gauss, obtenemos

Si 2 v=ar US %+%+%)d?.

De aqui, obtenemos la ecuacién diferencial

du din u i
= (gt a)

llamad #6n de conduccidn del calor para un caso no estacionario.
Si el cuerpo es una varilla orientada por el eje Oz, entonces la ecuacitn de
conduccién del calor tiene la forma

du o, u
=g e —

ar az "

Examinemos el problema de Cauchy para los tres cesos siguientes.
1. Caso de una varilla ilimitada, Se plantea el probl de hallar la solu-
cién u (z, #) de la ecuacién

du _ @ .
- =t t>0, —s<z<+oo,

ue satisface la condicién inicial  (z, 0) = f (z), —o0 < z < +oo. Aplicando
gl método de Fourier, obtenemos la solucifn de la ecuscién en la forma

Rl
] f (B e (B=a0Mlba®t) ge

—oa

u(x, t)= ?.a],a"ﬁ




2. Caso de la varilla limitada por un lado. La solucidn de la ecuacion g =

= g?. % , que satisface la condicién inicial u (z, 0) = f («) ¥ la condicién de

contorno u (0, #) = @ {f), 2e expresa por la férmula

1 oo
. Je—iE=x)3f{hatl) _
e :;S“E} [e= G/ Cha

uir, ty= 2
a

t
Yo SN gy gy,
o

BRI atny e
Za l/

3. Caso de una varilla limitada por ambos exiremos z =0 y z =l Aqui
3
el problema de Cauchy consiste en hallar la solucién de la ecuacién 3--:‘l =a%. :?:
que satisface Ia condicién inicial u (z, t) | ;g = [ (¥) ¥ dos condiciones de contor-
. du du
oo, por ejemplo, tyeg = ¥z =0, 0 humH Luu 7l
En este caso la solucién particular se busca en forma de la serie

u(z, )= 2y ba-e”H9/" Esen
h=1

knz
i ]

donde

1
2
bk“:%jf{‘l sen k’;z dz
L]

(para las condiciones de contomo |y = | zmj = 0) ¥ en forma de serie
o

- . knz
u (=, f)= 2 ay e~ R/t gog T‘Hln.
=t

donde
1 1

k
ak:ii jj'(x)-cns 'T;: dx, n,,=-ii—jff:_: dx
o o

(para Ias condiciones de contoro %'-‘- L | =0 ) ;

z L-u=':§?
940, Resolver Ja ecuacién -- =a* -—— para la siguiente distri-
bucién inicial de la temperatura de la vardla.
g, 8 oz, <z
u(z 1) li-n-'f(I)-{ 0, si z<z o bien x>z;.

Resolucién, La varilla es infinita, por eso la solucién se escribird en la
forma de la integral de Poisson:

+eo

u(e, )= j @)t miatt g,

2«1/

S0



Gomol)' (z) en el intervalo Jz;, x,[ es igual a ls temperatura constante

¥ [uera de] intervalo la lemperatura es igual a cero, la solucién presentard el
aspecto
Ty
= 5 ~(§-2)"/(ka%t)
ulz, th= — | & .
= ) 2a 1wt %

xy

El resultado obtenido se puede transformar en integral de probabilidades
(véase la phg. 221).

© () = ViE S My,
o

En efecto, haciendo (z—E)/(2a |/ T }=p, di= —2a |/T -du, obtendremos
(E=-x )22 V)

u(z, t)--—?-;-- j g"‘"dp,=
(=222 VD)
{x—x,0/{2a V) b EeEDi2e) 0
- gy —L -
V = ‘5 e~ dp V= ) dj.
]

For Jo tante, la solucién se expresard por la formula
M, 1) Tz,
uie, n="g-[® (3“—1/?) ® (_Ezsy’?”'

De grafico de la funcién @ (s) sirve 12 curva representada en la fig, 59.

Fig. 59

% .
941. Hallar la solucién de la ecuacién W_"'T que satisface

la condicién inieial u|_y=f(z)=us y la condicién de contorno
u |=-n =
qui diferencial de conduccifn del calor

Al la
Sm umt vanlla semiinfinita, La solucién que satisface las condiciones indica-~
as tiene la forma

wz, i}_"_lf_-u' S e [g“g'=J'-l’(“)__e—(§+z)’|'(§.ll] dt,



o bien
on

Hy =(E-= A _ - (E4=)t (kD)
ulr, fj=me—— L — .
T gs ¢ 14t
Tomando (x—&)/(2 ]/ 7)=u, db=—21/ du, transformamos [a primera
integral utilizando la integral de probabilidades, o sea,
= =2V . i
Ly B~ g Yo | —H = 14D ——=] .
) e | rwm (110 (57)]

Haciendo (z-+EBA21 1) =n, dE=21/Tdu, obtendremos

o
Bo__, | - tDMON gg Yo | 3‘ “"dp=-ﬂ [1__@{ ):|
£ e —
2y m l 3 2 2y /17
4 4 =2V D vV

De este modo, la soluciém presentari el aspecto

u(z, )=uyO (F';’r) :

942. Hallar la solucién de la ecuacion 2% — 2% 0<<z<lh

FrT
t>0, que satisface las condiciones iniciales:
z, si 0<z<1/2;

ul"=°=”x)={ l—z, si I2<z<<l
y las condiciones de contorno: u|emp=1|x- ;=0

Resoluctdn, La solucidn del problema de Cauchy, que satisfase las condi-
ciones de contorno indicadas, vamos a buscarla en la forma

o

uiz, fj= 2 by~ At !.gen‘i“?i 3
h=1
donde
: k 2 s 2 ‘
bhn%—j i (z) sen -Iﬂd"'::_ § x sen k:;.: d':—i—T S (t—:}senkTma‘:.
o 1j2
kax

Integramos por partes, suponiendo u=2=, dv—sgen T dr, du=dr ¥y o=

e i ; obtenemos

kn ]
2 iz knz i kmz U2
=7 [~ T g ), +
H 1= knz iz knz 1% kaz\
'+'T("’F'“”T"'E"“T‘“W‘“"'!—)qu_
- kn
=wne .

302



Por consiguiente, la solucién buscada tiene la forma

o
_ 4l 1 kn gy knz
u=(z, !)-—?' Z F-sen—z—-e -sen—r—
h=i

o bien

HE, ‘)_%‘ 2 (_m‘%_‘H,—:2n+1m-ml,mn (zni';i)ﬂx

n=(

943. Hallar la solucién de la ecuacién %‘f—:—:::l} que satisface
las condiciones iniciales
1—2z/l, si B T4 1
u(z, ) o =F () ={d 141, s —I<<2<0;
0, si z=l v o< 1.

Indicacidn. La solucién se expresard por la férmula

1]
N ) . B —tm-snst
(=, 1) e .St (t+ - )c G0 ge

1

i ;1 e harnd £

* — B2}/ 1) = p, simplificar la respuesta.
944. Hallar la solucién de la ecuacién de conduccién del calor si
ol extremo izquierdo z = 0 de una varilla semiinfinita estd termo-
aislado y la distribucién inicial de la temperatura es

0, s z<0
ulo=f(z)={ uy, si O<z<<Il;
0, & I<=z

945. Se da una varilla homogénea fina de I de largo que estd
aislada del espacio exterior y tiene la temperaturs inicial f (z) =
= cx (Il — z)/I®. Los extremos de la varilla se mantienen a la tem-
peratura igual a cero. Determinar la temperatura de la varilla en
el instante de tiempo t > 0.

Indicactén: 1a loy de distribucién de la temperatura de la varilla se describe
por la ecuncién ‘5 = g2 -3—15. la condicién inicial u | ymg = | () = #
y las condiciones de contorno u | g = u| 4= 0.

. 2. Eevacién de conduceién del calor para un caso estacionario. La ecua-
:;i:onLdelmdnccién del calor para un caso estacjonario se convierte en ecwacitn
8 Laplace

Pu | ', Ptw
Wttt =0 o
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puesto ‘!“‘35‘:‘ = 0. La ecuacidn de Laplace se puede eseribir en la forma Au = 0.

Aqui_u es funcién solemente del punte y no dopende del tiempo.
Para los problemas que se refieren a figuras planas la scuacién de Laplace
se escribe en la forma

du | &
e = 0. ]

La ecuaciém de Laplace tiene la misma forma también para el espacio si & no
depende de la coordenada z, o sea, u (M) conserva un valor constante al despla-
zarse el punto M por una recta paralela al eje Oz. Efectuando la sustitucién
x=rcos®, y= rsen O, la ecuacién (2) so puede transformar de modo que
so exprese en coordenadas polares:

%‘é:%‘é cost 84-2 oy

a*u
sen @ cos 8+Ty‘r sen? 8,

ar ay
du du e
ﬁ_-&_raeae-}%—rmse,
i a2y At
= — 2 1892 2 .,
SaT 57 1o Sen e _a”yrsune._oge-y
My du fu
b — 20— —_—— .
t 5 rigost B = reos @ T rsen B,
De aqui,
B au M au L)
2 —_— el e s
i +rar+d§-“ = [dx‘+0y=)’
o hien

. 3 at
r? ar—‘:-l-rT:-F agi: =,

Con Ia ecuacién de Laplace estd vinculado el concepto de funcién armdnica.
La funcién se llama arménica en ol dominio D si en este dominio ella es conti-
nua junto con sus derivadas hasta el segundo orden, inclusive, y satisface la
ecuacién de Laplace. Asi, para la én (1) la funcién u = 1/r, donde r =
=ViE= :,}' + (v — 1o)® + [z — z,)?, es arménica en un dominio cualquiera
excluyendo el punto M, (zq; yo; s,).zQPam un dominio plano cualquiera de tal
funcion sirve u = In (i}r ?o bien v = Inr}), 0 sea, esta funcifn satisface la
ecuacidn (2).

E! problema consistente en determinar wna funcién w que sea arménico
&n un dominio D y continua en D, incluyendo también la superficie § que limita
este dominio, ¥ que también setisfaga Ia condicidn de contorno u sohre § =
= { (M), donde { (M) = { (z, y, ), es una funcién definida continua sobre S,
ha recibido el nombre de problema de Dirichlet.

946. Hallar la distribucién estaci ia de la temparatura en una
varilla fina que tiene la superficie lateral termoaislada, si sobre los
extremos de la varilla & | ymp = 4, ¥ | oy = ¥y

Regolucidn. E]l problema de Dirichlet para un caso unidimensional reside

en determinar de la ifn de Laplace :%: = 0 una funcifo u que satisfaga
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las condiciones de contorno u | ywp = tg, % | pmy = ;. La solucién ?maul de
I1a ecuacién indicada es u = Az'4- B y, teniendo en cuenta las condiciones de
contorno, obtenemos

Um= U'Tu" T+ g,

o sea, la distribucidn estaci ia de la temperatura en una varilla fina que
tiene la superficie lateral termoaislada es lineal.

947. Hallar la distribucién estacionaria del calor en un espacio
comprendido entre dos cilindros con el eje comén Oz a condicién de

que sobre las superficies de los cilindros se mantenga una tempera-
tura constante.

Indicaciént pasar alas coordenadas cilindricas considerando que uno depen-
de de 8 y 1.

§ 5. Problema de Dirichlet para el circulo

Supongamos que se da ue cfrculo de radio R que tiene por centro el polo 0
del sistema polar de coordenadas. Vamos a buscar una funcién u (v, ©) que sea
arménica en el eirculo y satisfaga sobre su circunferencia la condicién i | r—R=
= f (8), donde f t{ggeas una funcién dada continua sobre la circunferencia. La
funeifm huscada satisfacer en el circulo la ecuacién de Laplace

3*u gu | Gu
gt ter="- @
Para la lucién de este probl nosg limitamos a aplicar el método de
Fourier. Supong que la solucién particular se busca en la forma

u=Q (T (O).
Entonces obiendremos
B ()T @)+ r-Q ()T (B) + @ (1 :T" (8) = 0.

Dividimos las variables:

e et (n

T(8) Q) =
Iguelando cada miembro de la igualdad obtenida a una tants — &, obt
mos dos ecuaciones diferenciales ordinarias:

T'@)+BT®)=0 Q" ()+r¢ N—KBQH =0
De ello, para & = 0 obtendremos
T(6)=4A + BB, (@
Q=C+DPlar. 3

Pere, si k > 0, entonces
T (8) = A cos kB = B son k8, (4
¥ la solucitn de la @ da ecuacidn la buscaremos en la forma @ (r) = ™ lo
que da Pm(m — 1) % - py™=l — k3 = (0, o bien ™ (m?— N =0,
o sea, m= =k,
Por consiguiente,
Q(r) = Crk 4 Dr-&. (5)

N | g
20— 1220 205



Notemos que u {r, 8), en tanto funcién de 8, es una funcién periédica con perfo-
do 2a, ya qgm pera una funcifn univoea las magnitudes u i:. O yulirb -T— 2n)
coinciden. Por eso de la igualdad g] resulta que B=( y en la igualdad (4) & pue-
de tomar uno de los valores 4,2, 3, .. . (k > 0), Luego, en as igualdades (3}
v (5) dobe ser D = 0, ya que en caso contrario la funei dria una di ti

nuidad en el punto r = 0 ¥ no seria arménica en el circulo. De suerte que hemos
obtenido un conjunto innumerable de soluciones parciales de la ecuacidn (1)
ue son continuas en el circulo y que pueden ser eseritas (cambiando en cierto
grado las designaciones) en la forma

o (r, 0) = Ag/Zi  tn (r, 8) = (A 00520 + By een nf) ™ (n=1,2,...

Escribimos ahora la funcién

o
u(r, =—‘%‘-’——}- Z {An cos nt- By sen afl) rm
n=1
la cual, debido a la linealidad y home idad dela i6n de Lampace \ambién

sirve de solucién de ella. Queda por detorminar las magnitudes 4,4, 4,, B,,
de modo quo esta funcidn satisfaga la condicion u | ,_p= f (0), 0 sea,

1) ﬂi;--i— 2 (An cos nB By sen nfl) B™.
n=i

Aqui tenemas el desarrollo de la funcién /(8) en serio de Fourier en el intervala
|—=n, nl. En virtud de las frmulas conocidas encontramos
PR g -f i
"_'_::_5 fle)dr. = f () tos nt dv,
-n -%
n
S f{x) sen nv dr.

-7

i
Ba=3pm

De este modo,
u {r, 8]=% 3‘ i) [—;—1—5 (%)n-cnsn(t—-o)] dt.
-1 n=1

Simplificamos el resultado obtenido. Haciendo r/R=p, T— 98 =1,
presién puesta entre corchetes en la forma

oo L
-;T-f-z pricos nt= Z PP oos nl;—%.
n=] =0

Examinamos la serie

I (pett)n = 3 ptcosnt+i ) pnsennt.
=0 n= n=0

Esta sorie converge para p<<1 y su suma es igual a

1 - 1 1—pcosid-ipsent
T—pett — {—pcost—ipsent 1—Zpcost+pd °
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Por consiguiente,

m

2 " it 1 {—pcost i e

_oﬁ M T T T—Zpcosttpt 2 Z{i—2ipcositpd)’
b

o bien, retornando a designaciones anteriores, nos queda

1 T Ri—r?
ur, GIEH j f[‘!_}m dt.

-
Hemos obtenido la solucién del problema do Dirichlet para el circulo. La inte-
gral que st en ol segundo miembro se llama integral de Poisson.

048. Hallar la distribucién estacionaria de la temperatura sobre
una placa homogénea redonda fina, de radio R, cuya mitad superior
se mantiene a la temperatura de 1° ¥ la inferior, a la de 0°

Resolucién. 8l —n < 1< O, entonces f (1) =0 ysi 0 <<t m, f ()= 1.
La distribucién de la temperatura se expresa por la integral

x
1 Ri—r?

" O=g% ) Foahren =R

Supongamos que cl 5unto {r; 8) estd en el semicireulo superior, o sea, 0 <
<® < n; entonces T — O varia de —8 a n— 8 y este intervalo, de longitud =,

noe contiene los puntos 4-n. Por eso efectuemos la sustitucién g E———z— = 1,

de donde cos (x — ©) =:_L;i; .dt=1i_f-;.—rllnt’on=m obtenemos
o ctelere) o
v O=sr N e T
—tg(em
- Rir etg(6/2)
“T““g( A—r ") —tg (8/2)7
{ R4 =] R 8
== larctg ( Ri: ctg—z—)-l-arctg( Hi: ig -E-)]z
R-+tr ] e
B P (o2 7+t ) b arote RO
=g e I_(IH-r)ﬁ =T M e
ft—r

o bien,
Ryt

Y8 (4=~ Rreone -

Como el segundo miembro es negativo, esto quiere decir que para 0 <8 < n u
satislace las desigualdades 1/2 < w < 1. Para esto caso obtenemos [a solucién

Hi—r2 1 Ri—p?

lg(ﬂ—rm)=m, o hien u—‘l—-anchW 0 <8 < a).
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Pero, si el punto se halla en el semicirculo inferior, o sea, & < © < 2=, enton-
ces el intervalo |—8, n—86| devariacién de T — @ contiene el punto —s, pero no

la sustitucién otg Z-2 = ¢, de donde

contiene el 0 y pod

: -
o8 (1—6)=i2—+: ,dt= —1—2:—:-‘. Entonces para estos valores de @ tenemos
L tg(8/2) ROyt
e, 8) = —— g i dt=
n R PRy -
—cigtor (R4-r)2+ %)

— [ B ) e (e 2)].

Realizando transformaciones andlogas, encontramos

u-—Lamb g (n<<8-<2n)
T & ZRrsenpg =<k
Puesto Tm ahora el segundo mismbro es positivo (sen 8 << 0), entonces 0 <
< u<1/2.

949. Hallar la solucién de Laplace para la parte interior del
anillo 1< r<C 2 de modo que satisfaga las condiciones de contorno
u1r=1=0¢ ulm‘z:y'

I A1, ¥ 4 i 1 t A H las

polares.



Capitulo VIi. Elementos de la teoria
de las funciones de variable compleja

§ 1. Funciones de variable compleja

Supougamos gue una variable compleja 2 = z + pi toma todos los valores
posibles de cierto conjunto Z. Si a cada valor de z del conjunto Z se la puede
poner en correspondencia uno o varios valores de otra variable compleja w=
= y - vf, entonces la variable compleja w se llama funcién de z en la regién Z
¥ 80 mriiue w=f (3).

La funcién w = § (z) so llama uniforme (univoca) si a cada valor de z del
conjunto Z se le puede poner en correspondencia un solo valor de w. Pero si
existen valores de = a cada uno de los cuales se le pueden poner en corresponden-
cia varios valores de w, entonces la funcién w = f (z) se denomina muitiforme.

Siw = u - vt es funcién de z = x 4 yi, entonces cada una de las varia-
bles u y v es funcién de z e y, o sea, u-=uEz. ¥, v= r.-(ix, ¥). Al contrario,
siw = u (2, ) + v (z, )i, donde u (z, v) ¥ v (z, y) 2on funciones reales de z o y,
entonces w se puede considerar como funcién de la variable compleja s = z + yi.
En efecto, cada niimero complejo 2 = x + gi tiene en correspondencia cierto
par de niimeros Teales (z; y} ¥ & este par de nUmeros le corresponde uno ¢ varlos
valores de w.

Se dice que la funeién uniforme w = { {s) para s — ¢ tiene un lmite deter-
minade € (¢ ¥ € son nimeres complejos) gi para todo nimero e > 0 existe un
ntimero § = 0 tal, que de la desigualdad |z — c| <= 6 resulte la desigualdad
|f{z) — C|< 2. En este caso se escribe lim f (z) = C.

=C
La [uncidn w = # (z) se llama contlnua en el punfo 2, 8i lim f () = f (z,).

Pt

La funcién que es continva en cada punio de cierta regién D se denomina conti-
nua on esta region.

Examinemog una regién O limitada tpn'r una linea cerrada mo nodal T.
Esta regién se dico simplemenie conexa ( ]}g 60).

Si una region D estd limitada por dos lineas cerradas, disjuntas y no noda-
les, Ty ¥ Ty, ella se dice doblemente co (fig. 61).

Sea Iy 1a linea exterior y Ty la linea interior. La regién es doblemonte cone-
xo también en el caso en gue la linea Ty degenere en punto o en arco de una Ii-
nen continua. Anilogamente, pueden ser definidas regiones triplemente conexas
¥ cuddroplemente conexas, ete. En la fig. 62 se muestra una regién cuddruple-
mente conexa.

Las funciones de variable compleja 2, son z, cos z, sh z, ch z s0 definen
como sumas de las siguientes series que convergen en todo el plano de la va-
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riable compleja:
z

F 23
et= ittt
3eNn 3= 1—1——;;;—-{—-;-.!-4-. .d

1 g "
cos 3= i‘_m;T-'-E_;_l'}"“"

ef—e—2 i LT =
sh 3= = THa T Fraeei
chr= ST R

Para las funciones de variable compleja es valida ls férmula de Eulert
etl = cosz 4 [ sen 5.
De esta [6rmula resulta que
shsl=1isensz, chil=coss
Lag férmulas que se de las matemAti

elementales
P e L L P Pt

sen (2 == 2,) = 860 5 COS 5y = COS 3; BON £y,

€08 (2; == %y) = €08 33 COS 5 == BOD 2, 86N 5y
son justas también para log valores lejos de los arg

v) T
0

5 ¥ 2.

Fig. 61

o
E

Fig. 62 Fig. 63

Las funciones s!/" (n € N), ln z, arcaen z, arccos z, arctg = se definen como
inversas con resprcto a las funciones correspondientes z™, &, sen z, cosz,
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tg 5= sen sfcoss. Con ello las funciones s'/®, Ln s, arcsen z, arcoos s, arctg s
son multiformes.
Se puede mostrar que

Loz="Lnp+ (p+ 2kn)t (k€Z),
donde p=|32| y ¢ = arg z.

950. Se da la funciéon w = z* 4 z. Hallar los valores de la funcién
sitl)z=14+852z2=2—§YNz=144) z=—1

Resolucién. Tenemos
1}«:!-—’1-&-() + 141
Duw=

Bw=d+i=—14i;
fJuw=1-—1=0.

951. Se da la funcibn f (z) = z® 4 y*, donde z = z + yi. Ha-
Nar: 1) f {1 + 28); 2) f(2=3i); 3) f(0); 4) f (—i).

Resolucién. Tenemos

fyz=1, y=2, f (14 2) =1 4 &5

2)z=2, p=—3, fE—3) =449

Nae=0,p=0,70=04+0.i=0

Hr=0y=—1, f(—)=1

952. Mostrar que la funcién w = |z | es continua para un valor
cualquiera de 2.

Resoluctén, Como la diferencia de dos lados de un trifngulo no es mayor
que el tercer lado, entonces

isl—=lzlls)s—z|

(fig. 63). Sea 0 << § < &, Entonces, de la desigualdad | £ — 7, | < & resulta la
dsslguada:ll.'isl,-—lzull<s.osan.lim |2l =| 2,|. Do este modo, | =|

es una funcién continuva.

953, Mostrar que w = z* es continua para un valor cualquiera de z.

Resoluctén. Tonemos 3 — = (z — s.} (2 + zg). Si £ = z,, entonces existe
un ?Jﬁmegu positivo M tal, que se c.umplnn as deelgua!dadeal 2| <=M, 5 <
- eT0

it =gl =le—gllstd sl <lz—zlz]+]|z5)<
<2M|z—1z|.

Tomames § < 8/(2M). De la desigualdad | z — 35| < § 5o deduce que
o — 2} | << 2ME < 2M-2/(2M), 0 sea, | 2* — 5]| < &

De suerte que lim = = =}, 0 sea, w = 2% e2 una funcién continua
Zm1g

954. Hallar In (/'3 + i).

Resolucién. Tenemosz=1/3+ i,p = | 5| = 2, p=arg = = arctg (/) )
= n/6, 0 sea, ln (VY I+ i) =In 2+ (/8 4 2kn) 1, k € Z.
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955, Caleular cos (i/2) con precisién de hasta 0,0004.
Resolucidn. Puesto que
cosz=1— o +i—-£-—|—
L TR T L
hallamos

i 1 1 1
cos T-—i-'—-zt—if +W+W+." =1,1276.

956, Se da la funcién w = &°. Hallar su valor: 1) para z = ni/2;
2) para z = xn (1 — i); 3) para 2 = 1 4 (n/2 + 2nk)i, donde & € Z.

957. Se da la funcién f(z) = 1/{z — yi), donde z =z + yi.
Hallar f (1 4- 1), f(2), (3 — 2).

958. Mostrar que w = 2z% se una funcién continua.

959. Hallar In (1 — i).

960. Mostrar la validez de la igualdad sen i-chi = i cos i-sh 1.

961. Resolver la ecuacién cos z = 2

962. Hallar arcsen i.

963. Determinar sen i, caculando la parte real y la parte ima-
ginaria con precisién de hasta 0,0004.

964, 3A qué es igual sen (m/6 + i)? Calcular la parte real y la
parte imaginaria con precisién de hasta 0,001.

965, Se da Ja funcién f (z) = €. Hallar sus valores en los pun-
to: 1)z =1; 2z =1 4 =if2.

§ 2. Derivada de una funcién de variable compleja

Se Nlama derivada de una funcién uniforme de variable compleja w = f () al
limite do la relaciéni-l:= ﬂi“l'{:sﬁtflﬁ Az, de cualguier modo, tiende a cero.
De esto modo,

Aw f (3 Az)—f(2)

(=l i .
o Y T =

La funcién que tiene una derivada para tal valor de z se llama derivable
{o mondgena) para esie valor de z. 8i la funcibn w = f (z) es uniforme y tiene
una derivada finita en cada punto de la regién D, entonces esta funcién se de-
nomina analitica en la o D.

Si la funcién v = f (2} = u (z, ¥) + iv (z, y) es derivable en el punto = =
= z + yi, ontonces en este punto existen las derivadas pm!a!eag-'i ,% ,E,%,

adersés, estas derivadas estén vinouladas por las condiciones

v _w o
9z oyt oy @ Oz

Hamadas condiciones de Cauchy—Blemann.
Las condiciones de Cauchy—Ri son condici necesarias de deri-
vabilidad do la funcién w =7 (s) en el punto z= x4 yi.
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dig; dir 2t v son continuas en el
detdztdy "dy
punto z = z + yi ¥ las condiciones de Cauchy—Riemann E:%, %: _.g
se cumplen, entonces la funcién w = f (z) es derivable en el toz=z4 pi.

La derivada de Ia funcién f () se expresa por las derivadas parciales de las
funciones u {z, ¥) ¥ v (z, ¥) con ayuda de las férmulas

, ou o _ du 0w dp 0w G .. 0
re=< +I_;§'_ax TR s ay  dy -

Las derivadas de las funciopes elementales s®, ¢, cos z, sen z, In =, arcsen z,
arceos 3, arctg g, sh 2, ch 2, se determinan por las mismas férmulas que para e}
argumento real:

Inversamente, si las derivadas parciales

(zn) =pn.z"1 (arcsen z)' =1/ ]/-m
(e3)" =e2, (arccos s)’' = — 1) 1 T—2,
(cosz)’ = —senz, (aretg z)’ =1/ (1 4-29),
(senz')=cos z (shz)’ =chz,

(Inz)f=1/z (chsz)’' =shz,

966, ;Es derivable la funcién f(z) =y 4 ai?
Resolucién. Encontramos

du du au v _
u=y, v=zx —=0, W:ﬂl. —&T—il i i

dx
Una de las condiciones de Cauchy— Riemann no ge cumple. Por lo tanto, la fun-
cidn dada no es derivable.

967. ;Es derivable la funcion f(z} = (z* — y*) + 2ayi?

Resolucitn, Tenemos

0.

dn du
S =Yy —— —_———
u=gzl—y?, w=2ry; s " 2y,
Wy W B B W
rrral U s e R A
Las condiciones de Cauchy—Riemann se cumplen. Por consiguiente, la

funciin es derivable. Puesto que j* (z) = :—: =+ I-%. entonces

1 (3) = 2z 4 2yt = 2 (z + pi) = 2=
La derivada ' (3) puede ser determinada también de este otro modo:
jla)={z4pi)r=13, | () = 2s.
968. ;Es derivable la funcién f (z) = ¢ cosy -+ i-¢* sen y?
Resoluclén. Hallamos
u=e¥cosy, v=eSseny;

du du
—-a;—e“cosy, — T N Y.

9y
2 ey MW B
TN TNy LT W R N
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Las condiciones de Couehy—Hiemann se cumplen. Luego tenemos
il [s);%-+i %-—-a’ﬂﬁy%—[ﬁmy=s={coay+lsenpj=
&gVl = 54U gz,
o, de otro modo,
F(s) = e*(cosy + Loen p) = e¥ell = Ul = ¢, f (1) = o5,

969. Se da la parte real u (z, ¥) = 2* — y® — z de la funcién
dorwahla { {z), donde z = x - yi. Hallar la funcmu f (@),

R ién. E t ::'#2.1—-! Como— =—(emv1rl.uddeum
de las condiciones de Cauchy—Riemann), entonces d_y - 2: — 1. Integrando,
hallamos

vz, ¥) =2z —y + @ (a),

donde @ (x) es una funcién arbitraria.
du

Utilizamos otra condicién de Ceuchy-Riemann: W:— : +  Puesto
dv ¥ du _
que E.:Zy 4% (z), entonces e i —2y—up (z).

Pero de los datos del problema hallamos que g—: = — 2y. Por consiguiente,
—2y - 1" (z) = —2p, ‘P’ =0 9 (‘} =,
de donde
f@) ===yt —z 41 (2zy — y + €)= 2 — y* 1 2oyl — (= + yiH-CL,
o bien
fls)=(z+4 ) — (z 4 yi} + Ci, 0 sea, f(s) = s* — 2+ Cq.

970. Se da la parte imaginaria v (z, ¥) = z + y de la funcién
derivable f(z). Hallar esta funcién.

Resolucidn. Tenemos -g”-: 1; por comnsiguiente, -g;—:i (de acuerdo con
la condicién de Canchy-Riemann), Por eso
du ! do_
b=z (y), W= W =1

Pero 2|= _3;' Por lo tanto, ¢’ (y) = —1. Integrando, encontramos que

¢[y}—y—y+ﬂ' De aquf u =z — y -+ C. Asf, pues,
I=z—yp+Ct+tle+yy=04+0(z+ )+ C, 0 sea, f(s) =
={+5)z+C,
971. ;Es deriveble la funcién f(z) = (z* + y?) — 2ayi?
972, Mostrar que la funcién f (z) = (&* — 3zy®) + i (32 y — 1Y)
es derivable y encontrar su derivada.

973. iEs derivable la funcién f (z} = ser 7 ch y -+  cos z sh y?
8i lo es, hallar su derivada.
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974. Determinar las funciones reales ¢ (y) ¥ ¥ (z) de modo que la
funcién f (2) = ¢ () + i (z) sea derivable,

975. ;Para que valor de A la funcién f (z) = y + Azi es deriva-
ble?

976. ;Para qué valor do a la funcién f (z) = oz (donde z = x —
—yi) es derivable?

977. Se da la parte real u = 2% cos (y In 2) de la funcién deriva-
ble f (z). Hallar esta funcidn.

978. Se da la parte imaginaria v = sen zsh y de la funcifn
derivable f (z). Hallar esta funcién.

§ 3. Concepto de aplicacién conforme

Supongamos que se da la funcién w = f (), snalitica en la regién D. Fifa-
mos cierto valor de z = = + y!. A este valor de s la corresponde un valor
torminado de w = u - vt. Do suerte que a cada punto (z; y) sobre el plano z0y
le coneafmnda un punto determinado (u, 5) sobre el plano uGv.

Si el punto (z, y) sobre el plano zOy describe cierta linea T situada en la
regitn I, entonces el punto (u; v) sobre el plano uOv describird 1a linea I'. A la

¥ ¥

pd

Fig. 64

linea I la llamamos aplicacidn de la linea T sobre el plano uCv, por medio de la
funcién analitica w = 1 (3).

Tomamos sobre la linea T el punlo 5, = z, 4 yet. A este punto le corres-

ﬂnnﬂs ol punto wy = u, 4 vyt sobre la linea IV. Trazamos la tangente L a la

nea T en el lp\mto {zg; o) ¥ la tangente L' a la linea I en el punto (ug; vy).
Ses « el dngulo en que hace fulta girar la recta L pera que su direccién coinoii'in
con la de la recta L' (el ﬁnﬂlla comprendido enire la direccldn inicial y la apli-
cran .( En Iauteoria do las funciones analiticas se demuestra que & = arg f* (2.}
sl 10) 5= 0.

Exa)mlnama! otra linea ¥ que también pasa por el punto (zy; v,) ¥ su apli-
cacién, o sea, la linea 9 que pasa por el punto (ug; vy). Sea ! la tangente a y
en el punto (z4. ) ¥ I la tangente a ' en el punto (u,; vy).

Para que 1a direccién de 1a recta I coincida con la de la ', también en este
caso hace falta girer la recta I en un dngulo a, ya que el &ngulo de rotacion oy
igual a f' (z¢) [el valor de la derivada no depends de la seleccitn de una curva
que pase por el punto (z; y,); fig. 84].
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Sigy P son los f.ugul.oa que forman las tangentes L y I con el eje Oz, v ¢
ue 5 !

y ' los ang q la gentes L' y ' con el eje Ou, entonces ¢' —
-"P“a.‘P'—ﬂ’m'zg(@’—fp—?’-»w.Porwmiguente‘ﬁ—m-:vy’-—-
— ¢’. Pero § — ¢ es el Aogulo dido enire las tang Lylyy — ¢

es el éingulo comprendido entre las tangentes L’ y ', De este modo, doa lineas
arbitrarias que se intersecan ew el punto (z, ya) e aplican formando dos lineas

ectivas que se cortan en el l(:\untv:: &uo' vy) de modo que el dngulo B compren-
dido entre las tangentes a las lineas adas ¥ o las aplicadas sea el mismo.

Se demuestra {dcilmente que el midulo de la derivada en el punto (x4 yohs
0 sea l}’ (2o} | expresa el limite de la relacion de las di ias comprendid
g[qtmag;a puntos aplicados w, 4 Awg ¥ wp ¥ los puntos iniciales zp + A2, ¥ 3

ig. B5).

Examinando ofra curva y su aplicacién, llegamos a la conclusién de qlue
|  (20) | expresa el limite de relacion de las distancias comprendidas entre los
puntos aplicados wy + A'w, ¥ we ¥ los puntos iniclales zp + A’z ¥ 2%

v v

ey

[} x o
Fig. 65

Asf que | ' (z;) | es la magnitud de distorsson de la escala en el punto %
al efectuar la aplicacién con ayuda de la funcitn w = f (z).

Por lo tanto, si un triéngulo infinitasmente pequeiio en el plano z0y se
aplica con ayuda de lu funcién w = f (3) sobre el plano u0v, s 0 tiene un tri-
fingulo curvilineo infinjtamente pequefio que es jante al inicial debido a la
igualdad de los ingulos correspondientes y la proporcionalidad de los ludos ho-
m&lofus {en el limite).

a aplicacién con ayuda de la funcién analitico w = f () se llama aplica-
elfn conforme.

979. Con ayuda de la funcién w = 1/z aplicar sobre el plane
uov los puntos: 1) (1; 1); 2) (0; —2); 3) (2; 0).

Resolucién. 1) Al punto (1; 1) le corresponde el valor de = = 1 + i; por
consiguiente,

1 i—1t 1—f 4 1.
w = - - .

57— (AFn0a—9 ;TR

Sobre el plano uOv oblendremos gl punto (1/2; ~1/2);
2] 2= —2¢, w = 1/(—20) = (1/2) i; obtendremos €l punio (0; 1/2);
3} £ = 2, w = 1/2; obtendremos el punto (1/2; 0}
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980. Con ayuda de la funcién w = z* aplicar sobre el plano uQv
la linea y = z.
Resoluctén. Tenemos

w=(z+ pif = 2 + 3zl — dry? — pti = (=% - Jzp?) + (32 — 1Y) .
Deeste-tnyo, + 3z% Yy (i zy?) v — )

=z — 32, ve= 32y — 8
De las i btenidas y de la i6n y = = se elimi ray:
u=—22%  v=2:" o0 sea, v=—u

Por lo tanto, de aplicacitn de la hisectriz de los dngulos de las coordenadas I
g_ 111 del sistema zOy sirve la
isectriz de los dogulos de las

coordenadas 1I y 1V del sistema \\v /
uOv. N (&

981. Seaw =z* y que z 7
describe el cuadrado que es A c
definido por las desigualdades
0ged, 0Tyt (Qué
region describe w?

0 B x A, O B v

Resolucidn. Tencmos
=(z 4yt =2*— y* + 2oy, Fig. 66
u=gz3—y', v=2xy.

Hallamos las aplicaciones de los vértices {fig. 86). 51 x = 0, y = 0, enton-
cesu=0,v=0;8lz =0, y =1, entonces s = — yo=0sia=1,y=0,
entonces =1, v=0;si z =1, y =1, entonces u = 0, v= 2.

Hallamos las aplicaclones de Jos lados del cuadrado.

OB: y=0, u=12z v=0, 0 sea, v=10, u =0, es el segmento 0By del
eje de abscisas Ou.

OAd: z=0, u=—y, v=10, 0 sea, v=0, u < 0, es el segmento OA;
del eje de abscizsas Ou.

€: y=1, u= 22 —1, v=23; eliminando z, obtenemos u = vif4—14,
o sea, ol arco de la pardbola que une los puntos A, (=—1; 0) ¥ €y (0; 2).

BC:x= 4, u=1—yt v=2y e]imlnadcg, obtenemos u = 1 — v*/4,
o sea, el arco de la parébola que une los puntos B; (1; 0) ¥ €y (0; 2).

Asi, pues, de aplicacién del cuadrado sirve el tria o curvilineo limitado
por las lineas v = 0, u = o34 — 1, u = 1 — v¥/4 y situado en el semiplano su-
perior.

982. Con ayuda de la funcién w = 2z + 1 hallar la aplicacién
de Ja circunferencia z* + y* = 1 sobre el plano uOv.
Resolucldn. Tenemos
w=2(x=ygi)=1=(2z 4 1) 4 2p,
de donde u = 2z + 1, v = 2y. De estas dos igualdades hallamos x = (s — /2

e y = v/2. Sustituyendo estas expresiones en la ecuacion de la circunferencia,
obtendremos

(u—1)2+ 02 =4,
De suerte que la aplicacién buscada es una circunferencia con radio igual
a 2 y centro en el punto 0 (1; 0).
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983, Con yuda de la funcién w = 2* aplicar sobre el plano uCw
las rectas z =2 &8 y = 1.

984. Con ayuda de la funcién w = — z* aplicar sobre el plano
uOv la recta ¢ + y = 1.

985. Con ayuda de la funcién w = iz + 1 hallar las aplicaciones
de los ejes de las coordenadas sobre el plano uOv.

986, Explicar el sentido de ls aplicacién sobre el plane uOvpor
medio de la funcién w = e¥iz, donde ¢ es constante.

987. Se da la paribola y = z®. Aplicar esta pardbola sobre el
plano uOv por medio de la funcién w = 22

988. Mostrar que el d4ngulo formado entre las rectas y = fepy=
=gz —1 no varia después de la aplicacién w = (1 -+ i)z +
+(1 —i).

§ 4. Integral de derivable compleja

iComo oa sabido, la eurva T e 1lama suave si tiene una tangente de variacién
continua,

Una curva se denomina suave @ trozos si estd compuesia por un nimero
finito de arcoz suaves.

Ye da 1a funcién de variable compleja w = f (z} ?ue es continua en cierta
regitn D, Sea I una curva suave arbitraria ubicada en la regién D. Examinemos
un arco de una curva gue tenga por origen el punto x:& K: extremo el punto 5.
Dividimos este arco ed n partes con los puntos rios 2y, 3y, I3y - e
2, = z situndos sucesivamente sobre la linea T.
imos la suma

Sp =1 (3) Azo + f (5) Bsp + o v o + fEn) J'hlfl-x,

TR
Estrib

donde Asy = #y4y— oz (=10, 1, ..., n—1}. Sea A la_mayor entre las
magnitudes ]uAsk I- SIAA.-.- 0, entonces n — oo y la suma S, tiende a cierto
limite. Este limite ha recibido el nombre de Integral de la funcién f (z) sobre el
arco de la curva T', comprendido entre los puntos s, ¥ 3, 0 sea,

{1 dem lim 1/ o) s0=+ ) Bt o +1 ) Bncsle
) b

Sif(s) = u (=, y) + tv (z, 1), entonces Ya integral | f (z) dz se reduce a des

integrales curvilineas do les funciones reales con ayuda de la férmula

if(z) dim [ uts, Was—viz, avts {0l Naztute nay.
r T

Sea T una linea suave a trozos constituida por las partes suaves T'y, Ty, .. »
v+« 'y entonces la integral sobre esta linea se puede determinar valizndm
de la igualdad

i [ (@ ds= j mm+§ f{s}dz-}—...-{-s 1is) de.
Ty Ty Tm
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8i f (z) es una funcién enalitica en una regién D simplemente conexa, el
valor de la integral |7 (s) ds tomada a lo largo de una lines arbitraria T suave
a trozos, perteneciente a la regibn D, no depende de la linea I' y se detenmina so-

lamente por las posiciones de los puntos inicial y final de esta linea.
Para toda funcldn analitica { (2} en clerta reglén D simplemente coneza la

integral S f (s) ds tomada sobre cualguier conlorno cerrado ¥, suave a trosos, que

b
esté en la regidn D es tgueal o cero (Tcorcr;m de Cauchy).

Examipemos la expresion F (z) = 5; (t) dt. Aqui por camino de integra-

2,

¢idn se toma una linea arbitraria T', suagfa a trozos, que estd en la région D ¥
une los puntos s, ¥ z. Se supone que la funci6n f (¢) es analitica en la regién D.
Se puede mostrar facilmente que ' (z) = f (£). La funcifm F (), cuya derivada
aal.guala}(sg.sellama' 6n primitiva con respecto a la funcién f (s). Si es
conocida una de las funciones primitivas F (s}, entonces todas otras funciones pri-
mitivas e contienen en la expresién F () 4+ C, donde ' ea una constante ar-
bitraria. Esta expresién F (z) + € se denomina integral indefinide de la fun-
cién f (z). Al igual que para las funciones reales, aqui se cumple la igualdad

{1oa=0n-0e
£

(formula de Newton—Leibniz), donde ® (z) es una funcién primitiva cualquiera
con respecto a f (z).

Cara hallar una funcién grimiliva con respecto & una funcién analitica
f (2) se aplican las fsrmulas ordinarias de integracitm.

Examinemos n + 1 lineas cerradas suaves a trozos I-. Yis, Yar, o0 n I,,,
tales que cada una de las 1ineas 1, Ya, .+ - - ¥y €té fuera de las demds y todas
ellas se encuentren dentro de 7,.‘]5 conjunto de puntos que estén simulténea-
me}:le dentro de ¥, ¥ fuera de ¥y, ¥4, . . ., V5 2 voa regién D de conexidn mil-
tiple (n 1).

2 Séa ;12:) una funcién analitica en la regién I (incluyende los valores sobre

los contomnog ¥y, 1. oo - - -» ¥n). En este case se cumple la igualdad
{1wa= [1@a+ [1@ar.+ [ 1@e
¥ e va T

989. Calcular la integrala \ f (z) dz, donde f (z) = (y+4 1) — i,
B
AB es el segmento de la recta que une los puntosz, =1 yzp= — i
Resoluctén, Tenemos u = y - 1, v = —z. De aqui,

o
AB AB

iz, =1

[ t@ar= | G4Darteay—1 | zas—+nar=
AB

={y-+1)-x

zl
—toeg

R ¢ ol LB
e, y=il [+i 2 ]n

=—i+'_-} I---:}t= —_
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Se puede proceder también de otro modo. Es fécil ver que f (z) = 1 — Iz
¥ que

-1

j flaydz= S (1—iz) dz= {1:;?' :*_.(‘i;}' }
AB 1

1—i)2 — 34
+ -_—1_2;'———-.:—-1..
989a. Hallar el dngulo de rotacién y la razén de aplicacién en
el punto z = — 2i para la aplicacién W = ("'l'T‘:'.
Resolucién. Como el dngulo de rotacién y la razén de aplicacién se sncuen-
tran por la derivada en el punto dada, derivamos Ia funcifn dada,

W 2GHDG—D—(t0? bt (a—i
G P G *

En el punto zp= —2i: a—ars[%nm]za'g (%) =t

x-__l i‘fs[:t'%nl 1 =.g- < (contraccién),

990. Calcular la integral 5 f () dz, donde f(z) = 2* + y%i,
AB es el segmento de la recta qu;ﬂ une los puntos A (1 4+ i) y B (2 +
=+ 3i).

Resolucitn. Tenemos u == 23, v = y* de suerie que

j it de= S #1dz— 8 dy+1 g yidz et dy.
AB AB AB
Puesto que la expresitn z* dz — p? dy es la diferencial total, la primera en«

tre las integrales en ol segundo miembro de la igualdad se calcua como la inte-
gral defini

2 3
2
R R e
AB i

_1_ 2% 19
I -
Para caleular la segunda integral escribi la ién de la recta A 8:
& RO o o sea, y=2r—1,

De donde dy = 2dz, y

2
E Pdrtat ag‘:i {(2z—1)34- 222 dz = j(&:ﬂ-—w“}um
AB 1
=(2r0—22% 4 x) 3= 10—1=8,

Por consziguiente, j f(3)di= — _i:_+9;,
AB
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990a. ¢En qué puntos del plano el dngulo de rotacién de la apli-

cacion W = :t: ¢s igual a cero? {En qué puntes el coeficiente

de estiramiento es igual a 1?

Resolucidn. Bl iado del probl supone, ante todo, la determinacién
de tales puntos, en loa cuales la aplicacibn dada es conforme, ya qlue s6lo en
estas condiciones se puede hablar del dngulo de rotacibn y del coeliciente de
estiramiento. Hallamos

W,_tf1—iz}+!f1+iz) 3 &
- (T—iz)3 (=i~ (=7
Puesto que W' (5} =& 0 para ningin valor de z, entonces la aplicacién dada
es conforme en todo el plano con el punto sacado z = —i. El &ngulo de rotacién

o de esta aplicacién en el punto z serd
—hz (y41)—2i [z — (¥ +-2)]
=2+ v+ 1) !
El nimero W' (z) serd real si Im W' (z) = 0 y positivo =i, ademds, Re W' (z) >
> 0, o sea,
Tm W' (g} =st—=(y41)2=0 (g 1)2=at
Re W' ()= —dx (yi-1) >0 { <t ¥

—2
a=arg W’ (s)=arg [ e ,l,n ] =arg

—r—1 {x == 0.

De suerte que el dngulo de rotacién de la aplicacién dada es igual a cero en
los puntos de la recta y = —z — 1 (con el puntosacade 5 = —i}. El coefliciente
de estiramiento en el pﬁnto zes i'gual ak = W' (z); segin el enunciado del pro-

blema este coeficiente debe ig a la unidad y, por consiguiente,
; | =2 - e W
| W (2} | = W‘—i <> (a2 |=2 <= |3t =)2,
es decir, la idn de la ci f ia en la forma compleja con centro en el

punto == —iy radio "2
144

991, Calcular la integral S zdz.
i

Resolucign. La funcién subintegral es analitica. Utilizando la férmula de
Newton—Leibniz, obtenemos

144
S|
'g sde=tp [ V=g = 2 — ) =
952, Calcular Szdz, donde 9 es un contorno cerrado, x =cosi,

v
y=sent.

Resolucton, Puesto que 7= x— yi, dz2 = dx + ¢ dy, entonces
5 zdz = Sxdx-|-ydy+l Ezdy—-yd‘x.
i ¥ ¥

La primera integral del segundo miembro es igual a cero come integral de la
diferencial total sobre un contorne cerrado.

201 —i220
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Al caleular Ja segunda integral hay que tener en cuenta que dr = — sen ¢ dt
dy = cos t dt. De aqui, z d:r’ef y dr = cos® ¢ dt 4 sen? ¢ dt = di; [inalmnto:
obtenemos

2n

S;d;:: 5 dt=2ni,
v [

993. Caleular S‘—f;, donde y es una elipse, z=23cosi,

y=2 sen {.
Resolucién. La funcién subintegral es analitica en la regién limilada
por esta elipse, por eso 5 T:‘:';—:O.
¥

994, Calcular 5%, donde 7 es 1a circunferencia |z—
¥

— i+ =1

'3

Resolucién. La ibn de la ci ia se puede escribir en la forma
(xr —1*+ (y—1¥ =1, o bien x=14 4-cost, y=1-+sent, o blen

s=1+4 i eth.

En la regién limitada por la circunferencia  la funcién subintegral no es ana-
iftica, ya que en el punto z = { 4~ { que sirve de centro de esta circunferencia la
funcién se convierte en infinite.

Pueslo gue dz = {.¢l di, entonces

2n

4 an It g
'z elt dt .
j e i o Sd&-—r-zm.
7 [

995. Calcular jﬁl(;_‘—udz, donde y es la circunferencia
b4

]Z|=2.

Resolucién. La [uncién subintegral tiene disconlinuidades sélo en los pun-
tos z = 1 ¥ z = {. La funcién f () es analilica en la regitn triplemente conexa
que no es mds que un circulo con circunferencia de frontera vy, del cual estdn
recortados dos cirouloa | z — i, <r,|z—i| < r, donde r > 0 es una magni-
tud suficientemente pequedia (

frwe={1@a+ {10

r
ig. 67). Por consiguiente,

v i e
donde v, es la circunferencia | = — 4 | = r, yq s la circunferencia | 2 — ¢ = r.
Puesto que
s—14z—i 1 1
“']-(,:—1 $—i) =i + =172
entonces,
dz dz da dz
j”"d‘ﬂ j —i +j x—l+5 3—1 +S =1
¥ " i T2 Y2
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{.ns sumandos primera y cuarln en el se;unr.lo mia;nhra son iguales a cero, ya que.
en las P

Por mnmgnienta.
dz dz
5 @ d== 5 T—'T“"j =
¥ Y1 At

La circunferencia v, tiene la ecuacifn 3 =
4+ ret?, ¥ la ¥y, la ecuacidn z =i+ relo,
Por lo tanto,

j:(:)ds— S‘L'—Qﬂ’- £ L8 g,

Fig. 67
996. Caicu.la: la integral K f(z)desif(z) =y + =i; [ es la que-

T
brada OAB con los vértices en los puntos z, =0, 2, = i,z =1 + i.

Hallar el 4ngulo de rotacién y la razén de aplicacién en el punto
2, para la aplicacién W = f (z)

996a. W =32?, z,=1 —i.

996b. W =L, z, =2

996e. W=u + iv,dondeu = e¥cosz,v = —e'senux, 2, = i.

997. Calcular la integral j 2 dz 3i AR es el segmento de la recta

in

gque una los puntos z, = 1, z5 = L.

Hallar los puntos del plano en los cuales el coeficiente de estira-
miento de las aplicaciones siguientes sea igual a 1

997a. W = 2%

997b. W = z* — 2.

Hallar puntos del plano en los cuales el dngulo de rotacién de las
siguientes aplicaciones sea igual a cero

997c. W = 22

997d. W = iz

998, Calcular la integral S z%dz, donde y es la elipse z%/a®+

+y=1.
999. Calcular la inlegral S;:-, donde y es la circunferencia
Y

(= 4+ (=3 =1.
1000, Calcular la integral 5 %, donde p es la circunferencia
i

4

5|=€.u.

1001. Calcular la integral Smds, donde

(—3) (2—3)

¥
yeseleirculo| 2| = B ¥ 2; ¥ 3, 50n puntos interiores do este cireulo, ademés,
5 5.
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§ 5. Series de Taylor y de Laurent

Supongamos que e da una funcidn f (z), analitica en cierto entorno del
punto a. Examinemos la serie

j 1 L ey 4 5O oyt T

Esta serie se lluma serie de Taylor de la funcién f (3‘2 } dentro de su circulo de
convergencia expresa la funcién f (s), o sea, dentro del circulo de convergencia
se cumple la igualdad

FE=f(a)+ )"in)

S @ = 0, la Gltima igualdad se escribe en la forma
1=t @+ L B0 0 SO

o)+ I it

En este caso se dice que la funclén f (z) esti desarrollada en serie de Maclaurin.
Examinemos ahora dos series:

Ay A LA
i—a t {sja}i ! (l—‘ﬂj’ ... )
Adgt Aye—a)+ Aylz—af+ Az —aP ... . @)
La region de con 1 serie (si esta regitn existe) sc define

gencia de la |
por Ja desigualdad |  — a] >> r. Si existe la regién de convergencia de la se-
. gund.a serie, ella se define por la desigual-
y ad | z — o | < A. Entonces, a condicion
de que r <= R, para la serie

A_, 1 _,4_' L ‘Li L
Tt E—ap | z—a) | s—a |
Ay AL —a) b Ay —a)t+

Ag—al ..

obtenida por la adicidn de las series (1)
¥ (2), sirve de rogidn de conv ia
o = elanillor<|z—ga| < R limitade por
las circunferencias con centro em a y de
radios r y R (fig. 68).
Fig. 68 Sea f (sl una funcidén uniforme y ana-
litica en el anillo r << | z-—a| < R.
Esta funcién en el anillo indicado puede rep en la forma de la suma
de la serie

A Ag . A
=+ (:_'a}, ! (5_"), =+
F A+ Ay (z—a)+ Ay (2—a)+ Ay z—a) '+

La serie en el segundo miembro se llama serie de Laurent de la funcién f (z). Los
coeficientes de esta serie se pueden caloular por la férmula

L
AH-?—M-S-(;-i-(;?ﬁdE (ng &)
T



La serie (1) e dencmina parte principal de la serie de Laurent y la gerie (2),
parte regular de ln serie de Laurent.

S 1a serie de Laurent contiene la parte principal, entonces a se llama punto
singular aislado. En ol caso en que la parte principal de la serie de Laurent con-
tengn wn numero {inito de Wrminos, o sea, presente la forma

4 A A 5
—-':-{T;‘%]-r-i—. ; .-‘.-'(';'_‘—}n tdon = 0},

el punto singular aislado a se denomina polo de n-ésimo orden de la funcién § ().
En cate caso el coeficiente A .y ha recibido el nombre de residuo de la funcién
£ {z), con respecto al polo a.

El punto singular z = a s¢ |lama punto singular aislado de eardicter univoco,
si alrededor de éste se puede circunscribir un circulo de radio suficientements
ﬂ"“““’-“" o aca, lal que, una vez alejado su centro z = e, se oblenga una regitn

oblemente conexa en la cual la funcifn es analitica. Un punto singular aiala-
do de caracter univoce se denomina

a) evitable, si no existe la parte principal del desarrollo en serie de Laurent.

Por ajemplo, para la funcidn f (2) = % €] punto z = 0 es un punto singular
evitable, ya que
1 afl o g ol gt sl R
PO (s — gy = o )= =g

b) peolo, si la parte principal conliene wn namero fiwito de términes. Por

jemplo, para la funcién | (z) = ?9;'],—5 el punto z = 0 sirve de polo de primer

orden, puesto que

38 ;i

1 % o i ;
"(""?é'(’_'z:"-' T ']_T_‘?:T+3I'_""

¢) singular esencial, 5i 1o parte principal contiene un nomero iufinito de
términos. Por cjemplo, fa funcoiin f (z) = 42 en el punto z = 0 tiene un punto
singular esencial, ya que

1 1 1
fERy=efr=ld — g ..,

Eutre el cero y el polo de la funcién existe la vinculacién signiente. Si
2 = @ ¢3 un cero de mulliplicidad % de la funcidn f (2), entonces z = a es polo
del mismo orden de la funcidn 1/f (2); in 1e, 8i 2 = b es polo de orden &
d_eﬁ]a ?}ntii?n 1 (z), entonees 3 = b es un cero de misma multiplicidad de 1a fun-
cion 1/} {z}).

Conviene sefialur que si  lim (z — a)kf (z) = r 5= 0, entonces z = a es

polo de k-ésimo orden de la iuncziz;ll f (=),

1002. Desarrollar en serie de Taylor por potencias dei binomio
z — i la funcién f (z) = 2%

Resvlucidn, Encontrames las derivadas de Ja funcién f (z) = 23
@) =5z " () =202, " (z} = 602,
M= 1208, ¥ (=120, M@=y = ... =0
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Determinamos los valores de las derivadas en el punto a = i:
=1 7F=5 [{@==20 /[ @=—b0,
V@ = 1200, Y () = 120,

Por lo tanto,
f)=i+5(—8) —10i (s — )3 — 10 (s — i 4 5i (s — 8)* + (2 — 1)b.
La serie de Taylor de la funcidn f {z) = 2% es un polinomio de guinto grado.
1003. Desarrollar en serie de Taylor por potencias del binomio
z —~ {1 — mi/2) la funcién f (z) = ch (1 — 2).
Resoluctén. Hallamos
f{z)=ch {1—3), 1 (a) = ch (7i/2) = cos (7/4) =0,
f ()= —sh (1—z), [ (a)}=—sh (ni/2)= —isen{n/2}=—1,
[" (2} =ch (1—3), 7 (a)==0,
[""(@)=—sh(i—z}, [ (a)=—1.
Por consiguiente,

f &)= —1 [(s—l-i-% J)+-§11- (=—1 +% :)3-;-

+or (=t 5 8) '+ ]

1004. Investigar la convergencia de la serie

1 1 1
- tapoEtEgm =y
41 +’_;L+$’"5"¢+.E%,}£+ o~

Resolucién. Examinemos dos series
1 1 1

=0  Be—ip T EE=E T @

e — T (b)

Si en la serie (a) se hace z — 1 = 1/#, entonces se obtiens la serie de potencias
’ (] +3

St ©

El radio de convergencia de la Giltima serie se determina por el criterio de
D'Alembert

lim 2220 _,

M= o
Por lo tanto, lu serie de potencias (b) converge si | &' | << 2. Por consiguiente,
la serie (a) converge si ipi.i’(: — 1) E < 2. De aqui ohtammos‘{ g— 1] >1/2.
Esto quiere decir que la serie (a) converge fuera del circulo de radio r = 1/2
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con centro en el punto : = i, Determinemos el radio de convergencia de la
serie (b):

-1
R=lim L

ok ==

l‘?ad-lte mogol la :sgl(m de convergencia de la serie (b) e define por la desigual-
a -— << 5
D; lo dicho concluimoa qua el anillo 1/2 <<l 2 — 1] =< 5 es la regidn de
convergencia ds la serie d

La i6n de este p bl se puede s:mplili;.ar. Las series (a} ¥ (b)

E sead,

i g2 . . 8
son prog. B icas con e yT. respectiva

1 2-1
mente. Ellas convergen aIJ% )[ <1y = < 1. Por lo tanto, | z —

— 4| =>42y)s—1] <5 Desuerte que la {mdenonv ncia es el anu!o
definido por la desigualdad doble 1/2 < | 3 — re%.‘ —

1005. Investigar Ja convergencia de la serie
(3+4ip (3+ﬁ!}'
g OdEr, G M e P

Resolucign. Examinemos dos series

s+« B L ;ﬂ' o ®

1+-—+—r+ b Bans {b)

s series (a) y (b) son progresiones geométricas que tienen por desomina-
doras (3 + &iMz 53 z/i. Ellas cl::l:sergsn si| {3+ 41z iq< 1¥] z|/i < 1. Puesto
we | 3+ 41} = V9+1§=5.|,l|—i anl.oncaaﬁflﬂ{l ylal<ti,o

ijen| 3] > 5yl a] <1, Pero estas o h]ae,porcnn—
siguiente, la serie dada no converge en ningin punlo del plano.
Desarrollar en serie de Laurent por potencias de z la
funcién f (z) = 1/(2z — 5 an el entorno del punto z = 0.
Resolucisn. Rep i6n dada en la forma

—1/5
@ =g
En el antornn del punto z = 0 se cumple la desigualdad | 22/5| < 1, por eso

fraccid T 2“,533 puede iderar como la suma de una progresién geoms-

trica infinita decreciente cuyo primer términe es a — 1/5 y su denominador
g = 2z/5. De aqui obtenemos

la

12 22 2 . =
tz)m_?s—sag: "'5—::—, ¢ bien }(:}:—Z

an-13n-1
5N
n=1
Este desarrollo contiene solamente la [;nln regular. De la desigualdad | 22/51 <
<< 1 resulta que el circulo | 2| << 5/2 es la regién de convergencia de la serie.
1007. Desarrcllar en serie de Laurent por potencias de z la fun-
cién f (3) = 1/(2z2 — 5) en el entorno del punto z = oo,
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Resolucifn, Tenemos

R
=g =1

En el entorno del punto z = co se cumple la desigualdad | 5/25) | < 1, por
€80 [ {z) 5o pueda representar en forma de la suma de una progresién geométrica
infinita decreciente con primer término a = 1/(23) y denominador ¢ = 5/(2z),
Por cunsiguiente,

| 5t 5 z gn-1
@ =g Tmmtgmtgmrt o o bien fla= D) w5,

=]

En el desarrollo falta la parte regular. La serie converge en la regién | 3| > 5/2
{fuera del circulo).
1008. Desarrollar en serie de Laurent por potencias de z la fun-

. 1 .
m6nf(z)=m en el anillo 1 << |2 | <<3.
Resolucidn. Desarrollamos la funcién dada en fracciones elementales:

1 A

E—1) —3  2—1 f 533 1 0 B d=d =) B =],

3, Tt

H 1= 1; 1 = —24, 0 sea A = —1/2; tomando z = 3, te-
nemos = 2B, o0 sea, B = 1/2. De este modo,

1 1 1 1
L e s S o

Teniendo en cuenta que 1 =< | z| < 3, podemos eseribic

9= 1 i/z 1 1/3
A A N o= 1 s e P

En consecurncia,
== (3 ++3 &)
L) ne=i
1009. Desarrollar en serie de Laurent la funcibu f (z) == ':z—__’%,
por potemcias de z — 2.
Resoluctdn, Pongamos 3 — 2 = z'. Enlonces

24 (420 o4ee’+ 24’430 +16
z—2) 212 23 -

f@@)=
Lo+ 2 e,
o seq,
18 2 ) o8
1=t ;=g TU+E (— 2+ 62
Aqui la parte principal contiene dos términos y la regular, tres.
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Pueato que el desarrollo contiene un némero finito de términos, él es vili-
do para un punto cuelg:lera del plano, excepto para z == 2. Este punto ¢s €]
polo de ndo orden de la funcion f (z). De residuo de esta funcidn respecto al
polo z = 2 girve el coefficiente de (z — 2)-1, o sea, 32

1010. Investigar la convergencia de la serie

S z z\2 z13
viei Pl demd (-ﬁ-) + [T) + ..
1011. Investigar la convergencia de la serie
e bbb S 2 @@

1042, Desarrollar en serie de Laurent por potencias de z la funcién
@@= ’—f_—ien el entorno de los puntos: 1) z=0; 2) 5 = oo.
1013. Desarrollar en serie de Laurent la funcién

f(z)-_—.{“‘_" S EsEs

Fil
00, si z=0.

1014 Hallar los polos de la funcién f(z) =mﬁ,—_
1045. Desarrollar en serie de Taylor por potencias de z — 1 la

funcién f (z) = 1/z. Hallar la regién de convergencia de la serie,
{016. Desarrollar en serie de Maclaurin la funcién

i—cosz .
f@)= { o o Al B
1/2, si z=0.

1017, Desarroltar en serie de Laurent la funcién f () = 2° 4
+ 24z _ 2 definida en todo el plano, salvo en el punto z = 0.

§ 6. Calculo de residuos de funciones.
Aplicacién de los residuos para el céleulo
de integrales

Sea a el polo du n-ésimo orden de la funcién f (z). El residuo de la funcibn
f (2) respecto a su polo de n-ésimo orden se caleula por la férmula

a1 f{s—a)®-f (a}
Fr

rga f(z)= tn—j lim

i

Fil

(rea significa sresiduos).
51 a es el polo de primer orden de la funcién f (=), entonces

res (fz)=lim (z—a) f (3).
a -0

Supongamos que las funciones g (z) ¥ ¢ (z) son regulares en el entorno del
panto zp= gu, @ (a) o= 0y (z) en e]q’puntu‘z = a se tiene un cero de primer or-
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den. Entoncos al calcular el residuo de la funcién f (z) = ¢ (2} (z) en el polo
simple s = a es eémodo utilizar la férmula

¢ (a)

W (a) -

Soea f (2) una funcién analitica en la regién D, salvo el niimero final de po-

los 4y, gy, . . ., a,. Designamos por y un contorno cerrado arbitrario, suave a
1rozos, que conlenga dentro de si los puntos a,, a5, . . ., @ ¥ esté por completo

en la regién D. En esto cawg £ () dz es igual a la suma de lox residucs de la

res f (z)==

s
funcidn f () con respecto a los polos &y, uy, ..., ay, multiplicada por 2ni, o sea
R

Sj(:)dzaazm Z res f (z)
¥ j=t

(teorema principal de los residuos).
Examinemos un caso particular. Sea f (z) una funcién analitica en la re-
gién D, el punto a pertenece a la regién D, psro f (a) # 0. En este caso la fun-

cidn F (1) = % tiene en la regifn D un polo 2 de primer orden. Determinamos
el residue de la funcién F (z) con respecto al polo a:
reaF )= lim (s —a)F (g} = lim f(s) = f {a).
3 r=a -0

=3 i,

De aqui, aplicando el teorema principal de los 1

S F () de=2nf {a},
]
o bien

1 f(z)
T T 5 E-d:=f{a]-
¥

Hemos oblenide una férmula muy importante en la teoria de las funciones
de variable compleja: férmulz de Cauchy.

Sip embargo, es io sefialar que la deduccion de la férmula de Cauchy

preceder a la d tracién del t principal de los residuos. Aqui nos
heﬁ:s aprovechado de la ocasién para dar a conocer al lector esta férmula im-
portante.

Sea f (z) una funcidn analftica en el semiplano superior, incluyendo el eje
real, salvo el piimero finito de polos ay (k = 1, 2, . .., m) situados por encima
4del oje real. Ademds, se supone que el producto z*f () para | :] — -+ co tiene

limite finito. En este caso para calcular la iutegral defini daj[ (z} dz, de la
-

funcién de variable real, se utiliza la férmula
oo

j flx)dr=2nt (ry+rz+...Frm),

donde ry (k =1, 2, ..., el residuo m) es de la funcién f (z) con respecto al
polo ay.
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1018. Hallar los residuos de la funcién f (5 =557y

Revoluctén. De polos de la funcién sirven los puntos z=1yz=3

1

£ I
s (@ =lime—N) g ~ TS T

resf(s)—lim {z—3)- m 1_‘3 ‘__1 _'T

1019. Hallar los residuos de la funcién f ()=
Repolucidn. Tenemos

i
”2]=(z—_2£}(?:i'tT'

De polos de la funcifn sirven los puntos 2i y —21:

: 1 b
Tes ) (A=lin 62 TG T !:-tgt_z T

. _ 1 3 i . @& 1
rog 10)= 1, 6430 Ggrer :_"—za—~—4f s

1020. Hallar los residues de la funcién f(z)= _z=+5 ’
Resoluctsn. De polos de la funcién sirven las raices del dencmlnsdor 3=
= 1 4 2. Por consigniente,

1
o= e—1%a0"

Hallamos
res f (9= 1 et lim  ——t =
+2i 12 G 1T G120 2-is2s o3 F 2 T
s—1+2 1 4
1m§ f(a}—t_l‘lim 24 (2—1—2i) (5—1+2ii=‘,.l}|m_'.zi —1—2 4 °

1021. Hallar el residuo de la funcién ﬂz}z(:_iﬁi

Resolucidén. Puesto que z = 2 es un polo de tercer orden, entonces

(z—2p
ms;‘(Z}-:—lli:? [{: —2" ] d’(’_" 1

- Lim a=t.

1022. Hallar el residuo de la funcién j‘(z)—
pecto al polo 2=0.
Resolucidn. El punto == 0 es polo de segundo orden. En electo,

- (0N res-
=05 =

lim =lim
z+g 1—rco8z .5 sens

=2
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es uyna magnitud finita. Entonces

o d 2% | (1—-mszj—z=aens
res_f(zj ]Im rra ( i—cosz )":ﬂ {1—cosz)?

I O e e ).

R
_llna_(.___i__-_.)?ﬂuv

1023. Hallar 5[3_1][ii;](5_ dz, donde ¥ es un contorno
¥

cerrado dentro del cual estin los polos 2=1, 2=2, z=3
R . Detarmi

los residuos de la funecién subintegral
| Pt o SRS o B
l'ﬂ!f(z} lf.m(z 2”‘_3}—1. resf(x}—ilm(z_“(:_m 3
2

msf(l}=gﬂm-l

Por congiguiente,
241
g =2 1—3+2)=0.
il

1024, Hallar j Wﬂtz_f-dz‘ donde y es la circunforencia
fz]=3.

R T fi{zm}= =7 IS-HHI— . Los polos {, —1, 2, estén
dentiro del contorno cerrado y. De aqui,

1
ros () =1im [x—t)!(=1=-lmm'_—2, 22— !
_ 1
m”s] lllll {e-+i) £ (5= i("") (1—2) 21 (2+a),"
" : zt
res f(s)=lim (5—2’-!(5)=£L"2‘ #Fi
1

-
=5

2 1 4=
i(s‘+u(=-2) s~z sy —mErr tsl)=

pait—a=oas DRLIC RS DEC



+oa
1025. Hallar la integral definida | 7=

-0
Resoluctén. La funcid (,l;!g,a analitica en el semiplano superior, ph
en el polo 24 Ademés, '
32
i 2 = li —_—0
i o=, e =

o sea, e8 una magnitud finita.
Determinamos el residuo de la funeién f () = 1/(s* + 4)% con respecto al
polo de segundo orden 2i

[ )i o )

Tes f{2)= lim —
2 A 221 42
; 2 2
=l == m"
Por consiguiente,
¥ 1
. .8
) mr = (—x) =%
-

ds . s s
1026. Hallar | — TThETh Y S Y es um circunferencias
7

1) z2=1; 2) |2|=3); 3) 1z|=5.

Resolucién. Determi los resid de la funcidn subintegral con res-
pecto a los polos z =0, 2= —2, z = —4&

. . £ 1
vestl)=lim 2 ) =Ll e T h ~ B

: . 1 1
Eees!{x}—’lirga(z+2]‘f{s}=!!:_2$(;+;):_1_,

i oo ;_l
iy 1@ =,EIE5 41 (3']_,!.1?3 (z+2) 8°

i{ Dentro del contorno v de la circunferencia | | == 1 se hallu solamente
el polo z = 0; entonces
fi

S 1@ ds:ﬁni-%:T -
¥

2) Dentro del contorno y de la circunferencia | z| = 3 estén los polos
z= 0 y £ = —2; entonces

T

§roa=mm(g—7)=—5.
)



3) Dentro del contorme v do la circunforencia | 2| == 5 se encuentran los
polos =0, t = —2, = —4; enlonces

j § (=) dz=2mt (%_%.{.%} —0.
¥

41
3—1 "
1028, H i i ki
. Hallar los residuos de la funcién f(z)= -l
1029, Hallar el residuo de la funcién 7 (z) = 1/sen z con respecto
al polo z = m.
1030. Hallar el residuo de la funcién f (z) = (2 + 1)/z%

1027. Hallar el residuo de la funcitn f(z)=

1031. Hallar la integral 5 ;:a dz, ¥ es la circunferencia
¥
|zl=R>|a|.
1032. Hallar la integral 5(7:7;[7_-;; dz, ¥ es la circunferencia
v

l2]=R, R>|a}, R|b | a%bh.
1033, Haller la integral j-ﬁ,_“‘-TH y es la circunferencia

Y
dentro de la cual se contienen los polos del denominador.

1034. Hallar la integral S(:—_ﬁf(,—_-s—)dz. v es la circunferen-
Y

cia |z|=2.
+oo
1035. Caleular la integral definida _(;éi'i‘l_]?



Capitulo VIII. Elementos del calculo
operacional

§ 1. Determinacién de fransformadas de funciones

1. Definlciones prineipales. Sea gue la fumcién f (t) posee las siguientes
propiedades:

12, f () = 0 para ¢t < 0.

2, | f (1) ] << Me™" para t > 0, donde M = 0 ¥ 5, son ciertas constantes.
reales

3%, En un segmento finito cualquiera [a, 5] del semieje positivo Of la fun-
cidn f (t) satisface las condiciones de Dirichlet, o sea: a) estd acotada; b) es contl-
nua, o bien tene solamente un nimero finito de puntos de discontinuidad de primer
género; ¢) tene un nimere finito de exfremos.

En el calculo operacional tales funciones se llaman transformables por La-
plice W originales,

Sea p=a + Pi un pardmetro complejo, ademis, Re p = & = # > 5.

oo

Para las condiciones eyunciadas la integral j e~PUf (t) di converge ¥ es

[
la funcién de p:

5 Pt dt=T ().
(]

Esta integral ha recibido el nombre de integral de Laplace y la funcién del argu-
mento complejo p, definida por la misma, se llama transformacién de Laplace
ge 1}1 (iuncion f (&) o transformada de Laplace { (t) o bien simplemente transforma-
a f(1).
El hecho de que a funcién f (p) sea la transformada de la original f (£} se
) '- pOl' lm -f hal ...l" 1, .,

Fey=Li{f®) obien F(m =+ [

Se conviene en que por valor de la funcion original / (£} en todo su punto
de discontinuidad de primer género ¢, se toma la semisuma de sus valores Hmi-
tes a la izquierda y la derecha de este punto:

Flto) = (D If (1o — 0) + f (15 + O))

para ty & 0; y para t, = 0: f (0) = 7 (4-0).



Al ohservar esta licién, la correspondencia entre los originales y las
transformadas poses las propiedades siguientes:
esta correspundencia es reciprocamente univoea (0 sea, o toda original le co-
rresponde una finica transformada y viceversa),
a toda combinacidn lineal de un conjunto finito de originales le corresponde,
;a: falidnd de transformada, la combinacicn lineal respective de ias tranformadas
05 mismos.

De este modo, si fy (B} = fu (&) (k= 1, 2, ..., n), entonces

h=n n h=n
&21 cafu (P} = é’ exfn (9.

2. Determinacién de transformadas de funciones, En la tabla y en cada uno
de los ejercicios citados a inuacién se indica te el valor de f (1) para
¢ > O {slempre se considera que f (t) = 0 3i ¢ << 0).

Tabla de las transformadas de las funciones elemeniales principales

Ne | f() para t >0 T K | fi)para t >0 i
1 p—ao
1 1 5 V1 &*.c0u Pt T TP
Liid 1 1] ]
11 = '-—IF-—‘;T Vit . som Bt m
et i n oo 1
i ¢ P Vil e g
2__ g1
v cos Bt P"i o 1X t-cos Bt (:"i'ﬂﬂ}’
p 2pp
v sen fit yzaw X t-sen fit T

1036. Hallar la transformada de la funcién f (t) = a',

Resolucién. Como a = ¢/, f (2) = ¢\, Aplicando la férmula 111, ohte-
nemos

= P_—’m ¥
1037. Hallar la transformada de la funcién f () = cos®.

Resoluctén. Utili Ia férmula de Euler cos t = (sfi 4 &~t!)/2. Entonces
cos® 1= (%)3=% (9 4 3tt 4-Ge-t] | gmitl) =
_1 el g-stt 3 glly g0l i 3
=z 3 } T’ 3 A cm3t+-€cos!.

Aplicando la férmula 1V, obtenemos

TP a _» pip*+7)
o=t T F T~ Fro 49




1038. Hallar la transformada de la funciéun f (f) = sh bt.

Rewlueﬁn Por deﬁmoilin de seno hiperbélico tememos f (i) = (1/2) et —
— (1/2) e=¥. En consecuencia,

fip)= : 4

1
2(p—=b)  2(p+H  p'—b'"
1039. Hallar la transformada de la funcién f (t) = sh at sen bt
Resolugién, Puesto que sh at = (e0f — £~01)/2, entonces

FE e --:r ea! sen bt—% e~al sen bf,
Usamos la férmula VII:

f( )= b 1 b 2pab
=7 —a¥+8 2 (prert8  Np—ay+ o] (a5 "

1040. Hallar la transformada de la funcién 7 () = ¢ ch bt.
Resoluetdn. Puesto que

fey=t

ebtfembt 4 T o
— =73 Ll '+?!c ot

entonces, usando la férmula VIII para r = 1, ¢¢ = ==b, obtonomos
- 1 1 prae
1= 25— t 2w ~w—ry-
Hallar las transformadas de las funciones:
1044, 7 () = sen®t. 1042, (1) = ¢’ cos®t.
1043, f(t) = ch bt. 1044, f (1) = sh at cos bt

1045. f (t) = ch at sen bt. 1046. f (f) = ch at cos bt.
1047. f(f) = i ch bi.

§ 2. Determinacian de 'a [uncion original a partir
de transformada

Al determinar la hncién original a partir de la transformada s¢ utilizan, en
cagos elementales, la ﬁs ansformadas de las funciones elementales

principales y los t ién (primero y segundo).
T segundo teorema de demmpoai:ldn perm?h hallar la original para una
transformada que sea una funcién racional fraccional de p, es decir, 7(p) =

= u (p)fv (p] onde u (p} y v {p) son polinomios de p de grados m y n, respec-
tivamente; ademés

Sila dmnm]loslclén v (p) en factores elementales tiene la forma
vip)=(p~pt1 p—p)e ... (B —pbr Buthy+ ... =k =n),
entonces, como es sabido, la ium::cn 7 (p) puede ser descompuesta en suma de
fracciones elementales dahforma—*—ﬁ:m. dondo j toma todos los valores de
L arys, todos los valores de 1 a k. De este modo,

et $=Ry

i A; i
Tiy= — 6
2}1 2‘: P

221220 ERN



Tot{gﬂos ficientes de esta d posicién se pueden determinar por la fér-
mu.

Lo i Jo8 o™
Ar.v= gy Jim { g =2 Ton}. @
En vez de esta férmula, determinar los coeficientes A;, pueden ser
utilizados los procedimientos elementalos aplicables en el cileulo fntegral para

"En particular, es conveniente hacerlo en los casos en que todes las rafces
dsl denominador v (p) sean simples y conjugadas de par en par.

Si todas las rafces de v (p) son simples, osea, v (p) = (p — py) (P — Pu) «» -
«vs (p = Pn) (py %= pu Para j 5= k), la descomposicién se simplifica:

Jumn

o Ay L)
m)_,% e s A"—LV'W : @
Al determinar por uno u dimiento de d icién de f (p) en frac-

otro p Y
ciones elementales, la funeitn original f (f) se encuentra con aynda do las f6r-
mulas siguientes:
a) en caso de rafces miltiples del denominador v (p):

ump #=hy

k=2
i/ t
10=3 3 Aregmre’s “
je=1 amf
b) en caso do rafces simplea del d inador v (p):
|
rm=§ SO (5)
P )

Si la transformada de la funcién buscada puede ser desarrcllada en eerie
de polencias, por potencias de 1/p, o sea,

e R o

(ademdés, esta serie converge hacia 7 (p) para | p| > H, donde R= lim
N-=oo
= lim | ay4afay | # oo, entonces la original  (f) se determina por la fér-
n-+oo
mula

J )= a0+ a0y gt oot an ety

con ello esta serie converge para todos los valores de ¢ (primer teorema de des
composteidn}.

4 o o R P
1048, Haller la original de la funcién i(p}——p,_ T
Resoluctén. Utilizamos los pr tales para d F
esta fraceién en suma de fracciones tales, cuyos originales se conocen:
» p—1+1 p—1 1
PP—2p+5 (p=1P+4" (p—1P+4 " (p—1P+4°

15, & 1
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Pero, sogin las formulas V1 y VII de la tabla tememos
p—1 1 1

i
m—raf cgos 24 = 1)*+4F—.m -_ef sen 2t.
Por ezo

P i i
m =gt (W921+T59n 2‘) w

1049. Hallar la original de la funcién f (p)=p,—L§—.
Resoluctdn. En este ?srclclo también utilizamos los procedimientos ele-
mentales de descomposic n idos del lo integral. Descompongamos
la fracei6n dada en fracci alementalns:
i g Bptl Bp+C
=T Z Pr2pdt
Para determinar los coeficientes tenemos la identidad
led(p*+ 20+ 4+ (Bp+0)(p—2).
Hacmndo p = 2, hallamos 1 == 124; 4 = 1/12. Igualando a r.:aro el coeficiente
de p? y el término independiente a uno, obtenemos 4 + B = 0, - =1
De aqui, 8= —4 = —1/12; C =24 — {/2=—1/3. Por consiguiente,
(P WER S WY & < SN L U OO -
P—8 127 p=I 12 pPA¥2pri 12 p—2 12 (prqpr(YI”

Asi, pues,

T T . G, p+i V3, V3
R T A A PR T (7 A P T (V)

De aqui, utilizando las férmulas I11, V1 y VII de la tabla de transformadas, en-
coniramos

10 =‘— e“——-e" (cos t1/3+1/ F-sen ¢ |V 3).

1050. Hallar la original de la funcién f {p)”(pfi}f(p'?ﬁ'"‘

La d posicién de 7 (p) en fracciones clementales tiene la
forma
l AI 1 + 3
fo= fp—-1)3+ p—i)’ to=tt ot +i4 rE=i
Hallamos los coeficientes de esta d posicidn, utilizando la férmula (2):
Avi=3r l1m{{p-1}‘ f(p)}—-llm [pJ:Z)" =3

Ay, y=p Yim - (=0 T (A} =Nim

_1 dp [EP+ZJ‘ ]=
=tin [ o — o =
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i 2 = 2

_1 [“ﬂza_'+(p+2)=] —r

A, 0] llm 1(p+2)2. f[p)]w lim (p -2—‘
4, ~%pl im —l(p+2)' 7= ‘“‘%E[m—iv]—
i 1 3p ot
= Yo [ =m—oow =

De este modo,;

R 8, 1 1 2 1
o= { =+ o=t — 5= o 55T}

Do aqui utilizando las {érmulas 111 y VIII, enconiramos

33 +4-2¢—
o4

2 ,+°r+1_ -

1) =gy (5 136t et —et 4 2tem2t st | =

1051. Hallar la original de la funcién f(p}=w§':§‘w—__3]_

Resolucidn. Puesto que en el caso dado todas las rafces del denominador son
reales y simples, lo mejor es valerse de la férmula (5). Tenemos

vip)=p+1, vip)=plp—=1)p —2) (p —3)= p* — 6p + 11p* — 6p;
v (p) = 4p® — 18p® + 22p — 6.

Encontramos las rafces de v (p): py = 0, py = 1, py = 2, p, = 3. Luego obte-
nemos

wp) _ 1 1, LI T T
O =% 67 w(p) 2

ups) 8 3. uip) _4_2
Vig) —2 2' vip) 6 8-

Ahora por la férmula (5) encontramos

)'m=—-1€+e‘--%£“+-§ €34,

1052. Hallar la funcién original de f(p)= ﬂi{ﬁ? , utili-
zando el primer teorema de descomposicidn.
Resolucién. Tenomos
= t 1 1 1 4, 1
o= =7" tea, B P b
=
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Esta perie converge para | p| > 1. Deam obtenemos
I jll

,i
f=a—3 +"§ wrt-
Hallar 7(t) si f(p)= P(P'+1l Ty
Indicactén: descomponer f (p) en fracciones elementales,
Hallar las funciones originales a partir de las transformadas dadas:
= 1
1054. F(p) ""(F’im?;'-“-'&)"
Y r+
1055, 1P =T -
= 1
1086. 1{p) =557 -
1057. Con ayuda del primer teorema de descomposicién hallar la

original para la funcién 7 (p) = 1/(p* + a*), donde % es un nfimero
positivo entero.

. 3 H_a“‘miuf ien de toniones, Transformada
Lo dar e pad adeary) de una foheion snginad

80 llama lucién de dos funci f ) ¥ f2 (1) a la funcién

t
Fo={ he—v-nmen
(]

La integral que determina la wnva]wén no cnmhia su va]or si 58 ten
Lurummnf?g(,, por 0 la ién do dos simérrica con
das a la convoluciin.

La:rcannrmdadck Inclén de dos originales es igucl al producto de las
trensformadas de Tos mismos (i de lucidn de los originales): s J; (p) >

> 11 () T2 () < fa (), ansonces

j f2 =)+ f2 (9 dv <= T2 (P)-T (0).

Sen la original 7 (¢) es derivable » veces y sus derivadas hasta el n-ési~
mo owdu%. a su vu{ Er:lginalu. Ento:can au’r ol teorema de dertvacién

del original: si F(p) = f(8) (k= 1, 2, ..., n), luego
f® (£) <= pheof (p) — £pr=1+7 (0) + pA=2+f' (0) + ... + fO=1 (O)).
En particular,
F@<pF @ — 110, @< 5 —pfO—F 0,
elc.
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Para todas las funciones originales es véiido el teorema de infegracidn: si
f(p) = f (t), entonces

o .
-—P—ﬂifﬁ)d‘.

De aquf se ve que las transformadas de una derivada y de una integral sa
obtienen do la transformada de una funcin f (f) con ayuda de la ejecucién de
operaciones algebraicas sobre T (p). Conviene también sefialar (véase la tabla
de transformadas) que las transformadas de una parte consid e de las fun-
ciones que se utilizan en la prictica (%!, cos i, sen Pt, elc.) son funciones alge-

braicas dsof‘

Esto ofrece la posibilidad de reduci has operaci del andlisis ma-
tematico (resolucién de ecuaciones diferenciales o integ eto.) & la ejecucid
de dal:s operaciones algebraicas sobre las transf do las funei bus-
cadas.

1058. Valiéndose del teorema de convolucién, hallar la original
= r P
de la funcién f (p) = 7=

Reolucidn. Escribimos J{p) en la forma ?'-frfﬁi_ En virtud de
que -5.:_-2-{- =+ chi, ﬁ =»sen ¢, segln el teorema de convolueifn tenemos

t
E Ajeh{t—'sjsen'rdt-
i

# [

= -—; {sh (t—1) sen 7-hch (f—T) cos 1] |§= é- (cht—cost).

1059. Hallar la transformada de y" {t) — ¥’ (f) — y (£} si y (0) =
=y 0=0 e @) >y

Resolucién, Seglin el teorema de derivacién del original tememos:
v’ (8 < Py (B)— (O)=p-3 (),
¥ (1) < P24 ()= poy (B} =y’ (0)=p2-¥ (p).
De aqui hallamos
rO—yO—v@< " —p— 1))
g:la suma do las funciones le corresponde, en calidad de transformada, la suma
sus t das).
i
1060. Hallar la transformada de y' {t}+y(t}-+ E y(t)dv, si
[]
y@=1 e y(p) =y
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Resoluctdn. Segin los teoremas de derivacién e integracién de la funcién
original tensmoa:

f -
YO<Pi0—y@=py0—1, {v@are

Dea aqui hallamos
(]

vO+y (!H-é v dr < gy (—1+(p) +L2 =EEET L7 ).

1061. Hallar la convolucién de las funciones t y cos t y la trans-
formada de la misma.

1062, Valiéndose del teorema de convolucién, hallar la funcién
original para f{(p) =
1063. Hallar la transformada de F (t) = y (t) — 2y’ () siy (0) =

= 0 13
Y (l)-la].lar la transformada F(t] =y —y @+ 2 -
29(‘), siy@ =0,y 0)=1 ¢y =2 y(f-)*-y(P)

1065. Hallar la transformada de F(t)=y' () — S y{rydr si

[}
¥(O) =0, y(t) < ¥ (p).

§ 4. Aplicacién del calculo operacional a ls resolucion
de algunas ecuaciones diferenciales e infegrales

51 se da una ecuacion diferencial [ineal de n-ésimo orden con coeficientes
constanties

P A ap D L agy = f ()

cuyo sogund.o mlemhro f (l‘] es | la funcién b:ligma.l entonces la solucién de esta
iniciales arbitrarias de la forma y (0) =

= Yo e y “-‘) 0) = ¥ -0 (o sea, 1a suluclﬁn de un pmhlama
h trario n}s Cauchy Iem{lulado para ga

pm t= 0} sirve t.amhiéu ds ongmal i do la transformad da de esta solu-
cién po Y formada del primer miembro de la ecuscién
d.i.lmcinl cial o, i,gu.nldndoln a la transf de la funcibn f (2, 11

t de transformacidn, que si 03 una ecuacibn algebraica
Iinsal con res 7 (p). Una vez determinada ¥ (p) a partir de esta scuacién,
hallamos la ci&n ori nal y (#).

El mismo método de paso a'la ién de i ién permite encon=-
trar fécilmente la solucién de las ecuaciones mtagnias que tienen la forma

5 K(t—1)y(tydr=f(th u(l)-=ftr}+5 E(t—t)y(t)dv

en las cuales las funciones K () y f () son o alea, to que la integral
forme perte de estas ]a) asié lpuea ncl “h] VYK f)
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Estas ecuaciones integrales son un caso particular de las scuaciones integra-
les de Volterra, de primer § ssgunde génerss, cuya forma general se obtiene si la
funcn&n K [l — 1) (llamada nu:leo de una ecuacifn integral) se sustituye por
cierta i de dos arg Kt 1)

1066. Resolver la ecuacién diferencial y* — 2y’ — 3y = & si
y(0) =0y (0 =0
Resolucidn. Pasamos a Jas transformadas:
Py— ey O~y O—2 (i —y () —37=—7,

o bien

PI-W—S=525 V= G =g
D esta fraccié ional en fracci i tales:
1 A, 8B ¢
(P (p—30" (p—3° " p—3 7T pF+1°
1l=Alp+N+BO—=3E+0+Cp—380

Haciendo p = —1, obtenemos 1 = 18C, es decir, € = 1/16; Jpara p = 3
tenemos 4 = 44, o ses, ‘4 = 1/4. C los coefi de p?,
O0=EB-+ ¢, es decir, B=—C= —1/18. Tor consiguiente,

- 1 1 L 2
TR (p—3r  16(p—3) " 1B(p+1)’

de donde

3 1 4
ys»{-{le"—-ﬁ;e"'+-{§~r‘.

. (é;)ﬁ?.iﬂesolvar la ecuacién y"4-y — 2y =e*t si y(0) =0,
¥ =1

Dasnducidn P

I a las transformad

1P — 2y () —¢' (O] +[p-F— (0)1—%*—.:.—1 '

:

Después de transfor sencillas,

ki,

- p+2 _ 1
YO - 1
De aqui, y =sht,

i
1068, Resolver la ecuacién integral y= j ydi+1.

[l
Resolucién. Construimos la ecnacitn de transformacion:

1
p—1"

- ¥ i - -
Loy —)=1, =
y=tg we-d) ¥
Por consiguiente, y = &,
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1069. Resolver la ecuacién integral

!
5 y(x)sen(i—T)dr=1—cost.
0

Resoluctén. El primer miembro de la ion es la lucién de las
funciones y () y sen . P do a las i d bt

—( ) 1 1 r 1
T Rl R Rl RN T

Por consiguiente, ;(p)-:% ey(t)l=1.

1070. Resolver la ecuacién integral

y () et-tdr=y (t)—e

St

Resolucién. El primer miemhbro de la i6n es la convol de las
funciones y (¢} ¥ ef. Pasamos a las transformadas

- 1 - i - i =i i
v =} (P)_,n—_i‘ ¥ (P)-P—_T—-Af ==z
Por consiguiente, y {p)= pi2 , 0 808, ¥(f)=c,
1071. Resolver el sistema de ecuaciones
dz
-E-‘—--3+2y,
S=trty+t,
si z(0) =0, y(0)=>5.
Resoliiclén. Pasando a las tranaformadas, of -
Pz (p)=={p)+2y (o)
{ PIO—5=FE O +T )+,
Despejando = e g, nos queda,
= 10p+-2 = o 9P —4p—1
M= rne~9" 'Orerne—5"
Para determinar xr utili el t de d posicién y la férmula (5)

del § 2:
w(p)=10p+2, vip)=p —2p°=3p, ¥ (P)=3p"—dp—3
pr=0, pa=—1, pp=3

u(p) _ u 2 uipd _ u(—1) _ ulpy) _ u(@ _8
TE=TE T T v e T

i



De este modo, :-—-—%—2:"4-% e, Anilogaments, hallamos p=

=-;?+2rf +-g— &5t

Hesolver las ecuaciones diferenciales:

1072. y -2y—-0 y(0) =1.

1073, ' +y=¢'; y(0) =0

1074. y* — 9y = 0; y(ﬂ)—y ) =0

1075. +y—2y—e p@=—1,4 (0 =0

1076. y T — 6yt + 11y —6y==0 y(0)=r0, ¥ 0 =1,
y" () =0.

Resolver los sistemas de ecuaciones:

077, Se=2y, L 94, 2(0)=2, y(O)=2.
1078, 2 =3zthy, W—s4r_3y; 20)=y(0)=

Resolver las ecuaciones integrales:

1079. j y(®) =1 d= 515,

1080, \ y(t)cos(t—rt)dr=1—cost.

e

8 5. Férmula general de inversion

Supongamos que la I'unolén f (#) posea las siguientes propiedades:
12 f{the=0 E{
22, [ f (1)) < Ment para t < 0, donde M > 0 ¥ s, son ciertas constantes

s,
37, Sobre un seg finito cualq [a, 8] (0 < a < b) la funcién sa-
tisface las condiciones de Dirichlet.

Entonces la funcién T (p) definida por Ia igualdadf (p)} = Is-vij (t) dt es
i

analitica en el semiplano Rep = 1, = 1,
n ello es justa la férmula de mwrmfu {férmula de Riemann—Melitn)

o+ia 1 utlao
f{r}=m~£ﬂ { (e an, o bien 1 ()= | #iwar

a-iw g—fm

que expresa la funcién original f (1) Per medio de la tranaformnda f (p}, ademés
O es un nimero arbitrario que satis la degigualdad § = &,

Si | F(p)) < CR-*, dondo p = Rel?, »aqnqa. R>Ry Ry, C ¥

& > 0 son constantes, entonces la integral S e (p) dp en la f6rmula de inte-
=i
gracién puede ser suatituida por la integral S ety (p) dp, donde ¥ &2 una circun-
¥
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ferencia con centro en el origen de las coordenadas y que contiene en su inte-
rior todos los polos de la funcién F (p) = p!7 (p). Por consiguients,

1= | T ar.
¥

Aplicando el teorema prineipal sobre los residuos, obtenemos

) = 200 (3 Fract oo 7,

donde ry, rg, . . ., Py, 800 los residuos de la funcién F (p) con respecto a los po-
m

los. De suerte que f (f) =2 rj. Esta f6rmula para la transformada racional
fraccional en la notacid dotallad no es més que las férmulas (4) y (5) del § 2.

1084, Hallar la funcién original a partir de la transformada
- 1
1) =f=p-

Resolucién, Obtenemos el residuo de la funcién .if‘ua)-(I}'!Tp‘:nQi i
. S i, 4 1 o
.f-——-—él—-}‘l_l_::-a-;,-[{p—l)‘-F(p)]--é-!—y:l::-a;-,—(en‘j-ﬁ—},iﬂ l'n‘_-il—e‘.

. tiet
Por consiguiente, ft:)=—2—|-.

1082, Hallar la funcién original a partir de la transformada

Fen P
f(p)= (r+0(p+2 (p+3) (p+4 *

Resolultén. Tenemos

F(p)= &

1) (p+2) e+ (p+H4 °
ry= Hm (p-’—i)-F{p}n—%d". re= lim {p+2)- F (p) =e~2t,
p=-=1 p=-2

3 . - 2
"3_—":223(,?‘}'3)'?0’)“ — a, Pa—pl_i'ﬂ_ﬂ‘(p+4l- F(P}=*§‘= i,
s . . 3 2
'or consiguients, f(r).—.=-—6-¢ ’—I—r“—?a “+T it

Hallar 1as funciones originales a partir de las transformadas dadas:

1083. F(p) = 52

- ;3
1084. F(p)= —gmrripr—gr-

B 1
1085, f(p)= (n_—Tf"TEH—_i)'



3 &. Aphicarior del calculo operaciana a 1a resolucian
e algunac ecvaciones de le fisics matemitica

Examin¢mos las resoluciones de a s ecuaciones de la fisica matemati-
ca: la de onda ¥ la de conduecitn del calor. En este caso los métodos més efica-
ces son los dol céleulo of ional basados en la idea de utilizar la tramsfor-
macién de Laplace. Nos limitamos al caso cuando la funcién buscada u depende
de dos variables independientes r y ¢, donde = es la coordenada espacial ¥ ¢ el
tiempo. La no estacionaridad del problema en examen consiste en que se busca
upa solucién gue depende esencialmente de las condiciones iniciales y por eso
tieme lugar un régimen inestable (o transitorio) del proceso fisico,

Supong que una ién diferencial en derivadas parcisles tiene la

forma
diy du d du
Asw T8t Cut Ay g+ B =0, O

donde 4, B, C, A;, B; son las funciones continuas de r definidas en &l intervalo
0= < 1 (se puede considerar que 4 > 0).

E i dos casos bisi 1) A; << 0 lo que corresponde al tipo hipar-
bélico de la ecuacitn; 2) 4, = 0, B, < bl que corresponde al tipo parahéYiaoD
de la misma. Para cetas condiciones el problema no estacionario puede ser enun-
cindo asi: se exige hallar una solueién u (z, t} de Ia ecuacién (1) para0 <z <1

¥ ¢ == 01al, que satisfaga Jas condiciones iniciales u (2, #) |jmg = @ (x),sl:] =
=1 (z) (con ello la segunda condicién se da en el ceso en que 4; << 0) ¥ las
condiciones de frontera u (z, #) |xme = f (2}, &:‘l;imi -+ ﬂ%—:l:—i = 3 ulz, fix=t,

donde o, B, ¥ son constanies. Notemos que para ! - co la segunda condicién de
frontera no es pecesaria.

Se supone también que u {z, ¢), ‘g,:%. que son funciones de ¢, pueden ser-

vir de funciones criginales y que las transformadas de la funcién buscada y sus
derivadas tienen la forma

o o
e &
# (2, p)= 5 e~Ptu (z, t)dt, j et 'aTu dt=
] ]
oo - o n i L. o
d du a%u d d*u
=— = — Pt = — =Pl i = —
d:Sur‘pdl 2= * Sr Eﬁ‘“ WSM‘PJ: p
0 0

Aqui p se considera solamente como parimetro. De transf das de

i ¥ %u_ sirven

5
d Ly -
B pu—uiz, 0, SE < pi—pu s, p-—Je=0

o bien, teniendo en cuenta las condiciones iniciales,

L=l < PPV

las condiciones de frontera Son & |yme=] (P} [U- %’+5(W_'—W{‘}]“_1=
z=1l'; | g -
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De este modo, la solucién de la ecuacién (1) se reduce a la solucién de la
ecuacién operatoria

PRI Y - N 2
i _"‘F U N= @

donde M = C — Ayp*+ Byp, N = —Ap Ay B, {es el pardmetro),
@8 una ecnacifn dliarsncial ordinaria de se‘gumio :}rﬁen. (P (oal parici)

Determinada la transformada de la funcién buscada u (z, #), con ayuda de

f)
laitgbgla o la férmula de inversion de Riemann—Mellin s pue«is encontrar la
original,

1086. Los extremos de una cuerda z = 0 y = = 1 estdn sujeta-
dos rigidamente. La desviacién inicial estd definida por la igualdad

u (z, 0)=A4 sen (n 21}, 0<C z< I;la velocidad inicial es igual a ce-
ro. Hallar la desviacién n{z, t) sit>0.

. Rss:luetﬁn La ecuacién diferencial del problema tione la forma
8% v r
b R ——=0, Las condiciones iniciales sonu {z, 0}=4 uanT
_Ma:,_ =0 las condiciones de frontera son: u{0, #}=u(l, =0, Escri-

himos la ecuacién operatoria respectiva

¥

diu  p - 1 "
.E;.E._...——-u_—pd-—-aen‘—

condiciones de frontera: :|=_9=EI,=.;=0.
La solucién general de la ecnacifn homogénea tiens la forma

e C[,(P.Fﬂ) x _I.c:‘-fpfi!)xl

y la solucién particular de la ecuacién no homogé Ja L s en la
forma
— a nr ~ qE
r=0C, cos T+C, sen ~,
0 sea,
Prl- = nx b T
—<x|7= thoa—+-C, sen ——
o |¥ =—31‘T son =L T -, —005 “;—:
- ™ nz
1 |v'=—C, --E-,-ac.na -3_"6"1_’”:' -
PA A O sl . Axr o In2 fnx
_raun—T—— (?—f——‘a—)sen-—r—ﬁ(—-!-—) L

De aqui, 'E‘=ﬂ E’_H'LF_.:“I::I’T' De este modo, la solueién general de
la ecuacién operatoria es

 B)=Cpe®Ix Lo ptrraye AP o BE
u(z, p)=Cye e +p’+a'n'ﬂ= T
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Teniendo en cmenta las condiciones de fromtera, obtememos ;{z, pl=
4, ¥ i iy
=-F’T;¥;’H_3 sen i:— De original para tal transformada sirve la funcidn

u(z, t)=Acos “T“nen n: s
{087. Hallar la solucién de la ecuacidn % _ gt ,qua satis-

axa
face las condiciones iniciales y de frontera: u (z, 0) = 0; u (0, t} =
=y, 0<<z<<Too,t1>0.
Resolucién. Escribimos 1a ecuacién operatoria
i (z,_p}
dr
La solucién genera! de esta ecuacién es
E(S, p)= e V;fﬁ_i_c o= “'.l?hi_

Segin los datos, las funciones » (r, £) ¥ u {z, p) para z —+ oo son acotadas
¥ por es0 €y =
Utilizaado la condicién de frontera u (z, p) |x=m0 = uyfp, encontramos la

constante arbitraria €, = uy/p. Entonces & = (uy/p) =V, Valiéndonos de
la relacién 5 VP, Ert ( < ) » hallumos la funcién original para la

2Vt
transformada % (z, p).
La solucién de la ecuacién dada tieoe la forma

iz, §)=1y- Er[(

—%-;(r, M=0,

%Vf)
donde, como es sabido,

o 3
Erf:=%- ('“" dT:i——z;jr"’dt=1—urit.
= s 1=
Por consiguiente,
3 =/(2a¥71)
= - . w
6 (x, ) =uy- Ert'(z V) u.,(‘l l”‘ l e df).

1088. Hailar la solucién da la ecuacién de conduccién del calor

1, - s n
g;,“ = a’gf , que satisface las condiciones iniciales ¥ de contorno:

at
u(z, 0) =4 sen (nafl), O<z2<< i u (0, H=u(l, )=0.
Resolueidn. La ecuacifn operatoria pondiente a la i6n dada en
derivadas parciales liene la forma
- nz
%— alp.ie= —add sen .i:_ ]

¥ su solucién general

= ~a ¥z o ¥ uitx

u(z, p)=Ce + gt p-i—(n‘a‘}i(a’f“ )Ben 5
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Teniendo en cuenta las condiciones de [ronlera u [y.o=1 |4_;=0, obte-

- A Rz
nemos u (z, p)=p+ e} el sen —

La funcién original de esta solucidn es u (z, #)= Ae~n"A%@4") aen%.
" Lo Ou dtu .
1089, Hallar la solucién de la ecnacién 37 = 053 » que satisface

la condicién inicial u (z, 0) = 0 (z > 0) y las condiciones de fron-
tera u (0, £) =0, u (&, 1) = u,

Resolucldn. Escribi la idn operatoria
du _p -
T u=0,

que se debe resolver para las condiciones: & (0, 1) = 0, & q:, 1) = ug/p. La solu~
cidn general ién operatoria la ibi: en la forma

u(z, p)e=Ach) pjaz+ Bsh V plaz. ()

Utilizando las condiciones de frontera, encontramos las constantes 4 y B
Tepemos

Ad=0, 2.-PBsh|/Flak o ses, B=—0 U0
= LE p-sh1/ plak

Sustituyendo los valores de A y B en la igualdad (), oblonemos
wm o sh I/ piaz

pshV pfah’
Segin la férmula de inversién de Riemann—Mellin nos queda:

Ol £ —
lig sh) plaz dp
u(r, 1)= Pt —V—"_—- i *
® 9 ﬁ’ﬁc:[w‘ shi/piah P (%
Para calcular la integral delormi los residuos de la funcién subint

gral. Igualando a cero el denominador y teniendo en cuenta gue las raices de-

seno hiperb6lico son imaginarias puras’e iguales a un niimero miltiplo de x.
hallamos:

sh/plah=0, | Prfah=thkn, pp=—Knafh?, (k€N

Todos los k polos son simples, distintos de cero; por eso, aphicando el 1eorema
de Cauchy de los residuos, chtenemos

Mp) _ shypfax

u(z, )= Z res F(p)ert, donde Fp)= PN b _th:

Py
ademds, la potencia de M (p) no supera la potencia de N (p). Conviene sefialar

3ue esta férmula seré vélida para un nimero infinito de puntos singulares aisla-
os que sean franjas simples y tengan el tinico punto limite de condensacién

and



£ = co. Entonces

Mg . MO o Mew
PN () Nw)+2 T

M) shplez _ = M (px) __ 2ish(ikn/k)

dond =— = .
NG ™ T sy piah kY PN (o) Fmch(km

Expresando las funciones hiperbélicas por medio de las circulaciones, obtenemos

2 sen {krmx/h) 2 son (knz/a)
e S =

Asi, pues, la igualdad (,,) adopta la forma

uiz, )=y, [_;+_i. 2 (_1)k,,*ﬂh'ﬂ'lfh’.i§5.!_z._@@] 3
k=1

1090. Hallar la solucién de la ecwacién de onda —,— ', X

X %,r- s 4que satisface las condiciones iniciales u (z, 0) =

-=Acos$—, a—“%:ﬂ=[]. 0<<z<! y las condiciones de frontera

nO.H _w, ) _g
TR IS

1091, Hallar la solucion de la ecuacion de onda =L x

%y

588

ﬂ'—%d)—*—fs‘ sen-’lm—, 0<L2<<]l y las condiciones de frontera

u(0, hy=u(l, fH=0.
1092, Hallar la solueibn de la ecuacién de conduccién del calor

b4 s que satisface las condiciones iniciales u(z, 0)=0,

-g—’%—ﬁ :i ; que satisface las condiciomes u(x, 0)=0, z>=0;

u{0, t)=4, lim u(z, t)=0.



Capitulo [X. Métodos de calculos

& 1. Solucién aproximada de ecuaciones

El problema de encontrar valores aproximados de raices reales de una ecua~
cién f (x) = O prevé la separacién previa de una ralz, o sea, la determinacién
el intervalo en el cual no hay otras raices de la ecuacién dada. Supondremos
ue la funcién f () en un intervalo [a, 5] es continua al igual que sus derivadas
(x) ¥ §* {2}, los valores f () ¥ f (b) de 1a funcifn tienen en los extremos del
intervalo distintos signos, o sea, f (a)+f (b) < 0 y ambas derivadas /' () y /" (z)
conservan sus signos en todo el intervalo [a, b{

Como de raices reales de la ecuacién f (z) = 0 sirven las ahscisas de inter-
seccifn de la curva y = f (7} con el eje Oz, la separacién de una raiz se puede
realizar grificamente. En vez de la ecuacién y = / () se puede tomar la ecua-
citn y = kf (z), donde k es una magnitud constante distinta de cero, ya que lag
ecuaciones f (z) = 0 y &f {z) = 0 son equivalentes.

La constante k puede tomarse de modo que las ordenadas de los puntos del

rifico no sean excesivamente grandes o, por el contrario, de modo que el gri-
fir.o no esté demasiado préximo al eje Oz. A veces es util escribir la ecuacién
f(z) =0 en la forma de ¢ (z} = ¥ (). De raices reales de la ecuacitn inicial
sirven las abscizas de los puntos de interseccién de los graficos de las funciones
ve=gz) e y=1p (2)

1. Método de partes proporcionales (de las euerdas). Sea que se requicre
caleular la raiz real de la ecuacién ' (x) = 0, aislada sobre un segmento [a, b].
F xaminemos el gréiico de la funcibn y = f (z). Sea f (@) <~ 0 y 7 (b) = 0. Uni-
mos los puntos del gréfico A [a; § (ﬂ_lg y B [b; f (B)] por medio de una cuerda.
Tomemos por valor aproximado de la raiz buscada la nbscisa z, del punto da
intie;seocli n de la cuerda 4B con ol eje Oz. Este valor aproximado se halla por
a firmula

(b—a) f (a)

flb)—1f(a) *

dende z; pertenece al intervalo la, bi. Sea, por ejemplo, 7 (z,) < 0, entonces por
un iuml-mlo nuevo (més estrecho) del ai ont pde la ;aiz se puede ton;::r

[zy, b]. Uniendo los puntos 4, [x,; f (x,}] ¥ B [b; f (b)], obtenemos en el punto
de interseccién de la cuerda con el eje Oz la segunda aproximacién z, que se

calcula por la f6rmula
o (b—2) [ (s
BT~ @)

ete. La sucesiém de los mimeros a, =, 7y, .. . tiende a la rafz buscada de la
ecuacién f (z) = 0, El céleulo de valores aproximados de Ias rafces de la ecuacién
debe efectuarse hasta que dejen de variar aquellas cifras decimales que

mos w';ls)srvar en la respuesta (o sea, hasta que se alcance el grado prefijado de
precision).

I =g—
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Si = es la raiz exacta de la ecuacidn 7 (z) = 0, aislada sobre el segmento
[a,blyE es‘al valor aproximado de la raiz, determinado por el método de partes

prop 1a estimacién del error de este valor aproximado es la
siguiente:
= {la)-f (5 " (x)
el <= el TR
2, Método de les tangentes (método de Newton). Sea aislada una raiz real

de la ecuacién de f (z) = 0 sobre el seg a, b]. Supong que todas las
limitacioncs enunciadas anteriormente con respecto a f (x) conservan también
ahora su vigor. Tomamos sobre el segmento {2, b] un nimero z, tal que f(zo)
tenga el mismo signo gus #* {zg), 0 sea f (zg)-f" (z) = 0 (en particular por x,
puede ser tomado uno de los extremos del segmento [a, bl en el cual se cumpla
esta condicién). Trazamos en el punto My (zo; f (z4)] la tangente a la curva
v = f (). Tomamos por valor aproximade de la raiz la abscisa del punte de
int én de esta tangente con el ejo Or. Esle valor aproximado de la raiz se
halla por la férmula

f (xa)
1z 7
Aplicando este procedimiento una vez més en el punto M, [z} / (=), encon~
tramos
f{n)

1z ?
ate. LE suLesion @y, £, %g, - - - Obtienida de este modo, tieno por limite la raiz
buscada.
Para apreciar ol error del valor aproximado de la raiz hallada por el métode
de Newton puede ser utilizada la desigualdad
11 @i (=)

[ =—%1 < e -

T =Tp—

Fy=xy—

3. Método combinado de las partes proporcionales y de Jas tes. Sea
que se requiers hallar la raiz real de la ecuacibn / t} = (), aislada sobre el
mento [a, b]. Supongemos, qus f (a) ¥ 1 (b) tienen distintos signos y cada una de
1ns derivadas conserva un signo determinade sobre el segmento de aislamiento.

sobre el segmonto (a, b} un punto z, tal, que f (xy) ¥ f* (=) (para =
perteneciente al intervalo de aislamiento) tengan ifunles signos,

Valgh do las férmulas de los métodos de las partes proporcionales ¥
de las tanmgentes:

_ ., _It ; _glb—a) f{a)
m=a TRy = GT@

Las tudes 2, ¥ %1, port al Intervalo de aislamiento, ademés, f (1)
7iL ;5 tienen distinlos signos. i
onstruimos un wuevo par de aproximaciones a la raiz:
(zg—211) { (220}
f(@pb—flen) ©
Los puntos x5, ¥ %, estdn situados sobre el eje numérico entre los puntos z,

¥ 2y, con ollo § (za) 7 f (a:,,f tienen distintos signos.
Taleulamos ahora los valores

321"‘““‘%;—)‘} i Tap=Tn—

e e )

ete,



Cada una de las sucesiones
Ty Tgly Tals e v o TRy s - -5 Tizy Tamy Tgge +ov o Tpa e e s

tiende hacia la raiz buscada, ademds una de las i es monédtona crecient

y la otra, monétona d iente, Sea, por ejemple, xy, << T <C ., entonces
0 <<z — Zp.y << Tpg — Iy Fijando de antemano un e suficientemente pequefio,
pod al aumentar a, al que se pla la desigualdad z,, — =, < g;
por comsiguiente, para este mismo valor de n se eumpliré la desigualdad z —
— 73 < ¢, De este modo, x; es un valor aproximado de la raiz z, calculado
€On R Brror que no Supera &. ~

Asi, por ejemplo, para hallar un valor aproximado de x con precisién de
hasta 0,001 hace falta determinar n de modo que los valores de z,; ¥ z,, calcu-
lados con precisién de hasta 0,001, coincidan,

4, Método de jteraci Si la i6n dada estd reducida a la forma
z=q (z}, donde | ¢’ (z) | < r=<1 ];or doguier sobre un segmento [a, b], en
el cual 1a ecuacién inicial tiene una sola raiz, entonces, partiendo de cierto valor
inicial de z, perteneciente al segmento [a, b] se puede construir la sucesién

=@ (xg)y X3 =@ (g), oy o = @ (zpi)

De limite de esta sucesién sirve la imica raiz de la.ecuacion f (z) = 0 sobre el
segmento |a, bl. El error del valor aproximado z, de la raiz z, hallada por el
megﬁda de iteraciones se estima por fa desigualdad

- . T
| #=—zq | == r s | an—zny |

Para encontrar un valor aproximado de la raiz con un error guo no exceda de e,
es suficiente determinar n de modo que se cumpla la designaldad

—1
Tp—2Zpn-y | <rT g,

5. Método de pruebas. El intervalo de aislamiento de una raiz real sismpre
se puede disminuir dividiéndolo, por ejemplo, por la mitad v determinando dn
este modo cudl es Ia parte del intervalo inicial en cuyas fronteras la funcién
f () combia de signo. Luego el latervalo obtenido vuelve a dividiree en dos
partes, ete. Tal proceso se realiza hasta que dejen de variar las cifras decimales
que sp conservan en la respuesta.

1093. Hallar con ayuda del método de las partes proporcionales
la raiz positiva de la ecuacién #* — 2z — 4 = 0 con precisién de
hasta 0,04,

Resoluctén, La raiz positiva se encuentra en ¢l intervalo [1; 1,7[, ya que
1= —5<0yj(1,7) = 0852 > 0.
Determinamos el primer valor aproximado de la rajz-

_0T—104(1)
HLT)—1(1)

Como f (1,588) = —0817 << 0, entonces, volvemos a aplicar el métode
de las partes proporcionales al intervalo 1,588; 1,7[:

_ (,71—1,588)-1 (1,588)
SR ) o )

Tye=1

=1,588.

=1,639; f(1.639) = —0,051 <0,
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Hallamos el tercer valor aproximado:

== 10— (LT 0BG iz f(1.642)= —0,016 <0,

Determinamos el cuarto valor aproximado:

(1,7—1,642)-f {1,642) )
2=1 m—mﬁ'ﬂi_' 1.643; 1 {1,643)=0 004 >0

Por consiguiente, con precisibn hasta 0,04, la raiz buscada es igual a 1,64,

1094, Resolver ol problema precedente por el método de tangen-
tes

Hesoluclén. Aqui flr) = 8 — 2z — 4, ' (z) = 42 — 2, f"{z) = 120
Puesto gue,f () ¥ {* () para z, = 1,7 tienen el mismo signo, a saber f 51 1) =
=0932>0 y " (1.7) = 0, utilicomos la formula =z, = z, — [ (z,)/f’ (]:‘,],
donde 7 (1,7) = 4-1,7° = 2'= 17,652, Entonces

zy = 1,7 — 0,852/17,852 = 1,648,

Volvemos a aplicar ol procedimiento de tangentes. Tenemos z, = z; — f (=)
¥ (z), donde f(z;) =/ (1,646) = 0,048, /" (1,648) = 15,838; de suerte que

7, = 1,648 — 0,048/15,838 = 1,643,
De un modo andlogo hallamos 7 (1,643) = 0,004; #* {1,643) = 15,740, o sea,
25 = 25 — f (2]’ (z4) = 1,648 — 0,003/15,740 = 1,6427,
Por lo tanto, la raiz buscada, con precisién de hasta 0,01, es igual a 1,64.
1095, Valiéndose del método combinado de las partes proporcio-
neles y de las tangentes, hallar el valor aproximado de la raiz da la

ecuacién 2* +2? — 11 = 0, aislada en el intervalo J, 2, con preci-
sién de hasta 0,001.

Resolucidn, Tenemos fz) =234 28— 11, /' (z) = 3224 22, " () =
= 6z + 2. En el intervalo indicado f* (z) > 0, por eso, aplicando el método
de ins t%ngenl.es. tomemos como primera aproximacién z, = 2, ya que f (2) =
=1>0

i mxa——;,-%: 2 i = 1,9375 & 1,94;
_G—at@_, @=9=9
o) —f (a) 1—(—9

La raiz buscada pertencce al intervalo ]1,9; 1,94(; tenemos f (1,9) = —0,53,
1 (1,94) = 0,085; ' (1,94) = 15,172;

Tig™=a

= '1"-1%-= 1,9,

sn-1.9a~_1.é{%"’5§-=i.935; =,,=1,9--%%‘&?’353%=1,93&
Como los valores zy, ¥ 24y calculados con precisién de hasta 0,001 han coincidi-
do, entonces el valor aproximado de la rafz z, determinado con precisifn de
hasta 0,001, es ignal a 1,936,
1096. Valiéndose del método de iteraciones, hallar el valor
aproximado de la rafz de la ecuacién 2 log z — = = 0 con precisién
de hasta 0,001.
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Resoluctén. Determinamos el intervalo de aislamiento de la raiz real de la
jém. Pr la ién dada en la forma log # = —=z -+ 2 y constru-
imos los grificos de las funciones y = logz e y = —z 4 2. La abscisa del
punte M en que so intersecan estos gréilicos se encuentra en el intervalo (1, 2],
por eso como valor inicial de = se puede tomar z, = 1 (fig. 69). Escribimos la

Y

N

Fig. 69 Fig. 70

ecuacién inicial en la forma x = 2 — log z. A%l;i [ (a} =2 —log xl:nz)' Sﬂ =
-=—(10g¢}-":,osen,‘q:’ {z) | < 1 en el intervalo {1, 2] ¥ por eso el método de
iteraciones es aplicable. Deierminamos ahora el primer valor aproximadeo:

Zgy=2—logzg=2—logil =2,
Hallamos la segunda aproximacifn y las socesivas:
g=2—logx;=2—1log2=2— 03010 = 1,6090;
zy = 2 — log 1,6990 = 2 — 0,2302 = 1,7698;
z, = 2 — log 41,7698 = 2 — 0,2480 = 1,7520;
£y = 2 — log 41,7520 = 2 — {,2435 = 1,7565;
£y = 2 — log 1,7565 = 2 — 0,2445 = 1,7555;
2y = 2 — log 1,7555 = 2 — 0,2444 = 1,7556.
De este modo, raiz huscada es z = 1,755.

1097, Resolver con ayuda del método de pruebas la ecuacién 2° +
+ 2z — 7 = 0 con precisién de hasta 0,01.

Resolucign. El intervalo de aislamiento de la rafz real s:dpueﬂo determinar
;éiic_?an}:mte, construyendo el gréfico de las funciones y = x% e y = —22 47
ig- v

El Gnico punto de interseccién de los grificos se encuentra en el intervalo
1, 2[. Por consiguiente, la raiz buscada estd comprendida en este intervalo, o
sea, sa puede tomar ¢ = 1, b = 2. Hallamos los valores de la funcién sobre los
extremos del intervalo: f (1) = —4 < 0; f(2) = 5 = 0. Dividiendo el inter-
valo J4, 2[ por la mitad, obtenemos ¢ = (a + 8)f2 = ({ + 2)/2 = 4,5 ¥y cal-
culamos f {g;) = f gl.%) = 0,825 < 0. Por consiguicnte, la raiz buscada esté
en el intervalo 11,5; 2[.

Tomemos ¢ = 1,7 § () = 7 (1,7 = 1,313 = 0. Vemos que la raiz bus-
cada se halla en el intenruin 11,5 1,7]. Tomemos sahora c; = l.ﬁ;d{{ ) =
= § (1,6) = 0,206 = 0. Como resultado se logrd achicar el intervalo de aisla-
miento ¥ la raiz buscada se encuentra en el intervalo ]1.5; 1,6[.
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C.Ontmuando oste proceso, tenemos
i, 55 i_ il G5y f leyd = f(1,58) = —0476 =< 0; intervalo de aislamiento
¢y = 1.57; 1 (e = f (1,57) = 0,000 = 0; intervalo do aislamiento ]J1,55;

1,570
= 1,56; fley) = f(1,56) = —0,084 =< 0, ntervalo de aislamiento
1, 58 l 57
= 1,565, f(es) = [(1,565) = —0,037 =< 0; intervalo de aislamisnto
11, 55.; 1,571
='1,508; !(c,)—fg ,068) = —0,009 <= 0
lge este mado, hermos obtenido el intervalo Ii 5!‘8 1,57[. De aqui se ve que
con precision de hasta 0,01 la raiz buscada es » == 1 57

1098. Determinar gréficamente los intervalos de aislamiento de
las raices reales de la ecuacién 2* = 0z* +- 18z — 1 =0

1099. Determinar grificamente los intervalos de aislamiento de
las raices reales de la ecuacién z® — 12r 41 = (.

Valiéndose del método de las partes proporcionales y de las tan-
gentes, resolver con precisién de hasta 0,01 las ecuaciones:

1100, 7% 4 3z — 20 = (.

"M, B2 =2 —5=10.

1102, =* — 3z 4+ 1 = 0.

1103, 23 + 3z + 5 = 0.

1104, z* + 52 — 7 = 0 (aplicar el método combinado de las
partes proporcionales y de las tangentes),

Valiéndose del método de iteraciones, resolver con precisién
de hasta 0,01 las ecuaciones:

1105. 2 —12: — 5= 0.

1106, 2% — 22 — 4z — 7 = 0.

Por medio del método de pruehas, dividiendo en partes el inter-
valo de aislamiento de la ra[g, resolver con precisién de hasta 0,04
las ecuaciones:

1107, z 4+ ¢ = 0.

1108, 28 — z —2 = 0.

1109. Aplicando dos veces el método de las partes proporcionales,
hallar el valor aproximado de la raiz real de la ecuacién z* — 10z +
+ 5 =0, aislada en el intervalo [0; 0,8]. Calcular los valores apro-
ximados de Z; ¥ ¥, con dos cifras decimales. Estimar el error del
valor aproximado de z,.

Resolucisn, Hallamos
JE) =2 —10c £ 5, [ {z) =82t —10, [*(z) = b
F00) =35 f{0,6) =0216 — 6 + 5 = —0,784;
=——_0b-5 3052 1(0,52) =0 141—5 24-5= —0,05¢ < 0
1 078 =5 5,78 - TR, s

El nuevo intervalo de aislamiento es 10; 0,52[. Encontramos la segunda apro-
ximacin:

"==°*ﬁ§i— —og‘"”‘
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Vamos a estimar el error de este valor aproximade, utilizando la férmula

e L@IO) ) e
|z—=2s | < {2?‘:’]'11;{:}]. 3

Poniendo a = 0, b = 0,52, tenemos

- 5-0,059 bz
be—m by ['o:mna.fz]l (B2 —10p ‘

En el intervale indicado I( ,5_219), i=?ﬁée§5? Esta funcidn toma

al valor méxime cuando z=0/52. Por consiguients,

- 342
| z—=4 | <i].01ﬁ?5-(w__6 B115

Asf, pues, obtenemos la estimacién del valor aproximado de Ia raiz: | z—
— 0,51 { < 0,0006. De aqui resulta que en el valor aproximado de la rafz z; =
= (0,51 ambos decimales son justos.

1110, Aplicando dos veces el método de las tangentes, hallar el
valor aproximado de la rafz real de la ecuacién z* — 8z 4+ 1 =0,
aislada en el intervalo [1,6; 2]. Calculer los valores aproximados de
z, ¥ z, con dos cifras decimales. Estimar el error del valor aproxi-
mado de z,.

Resolucién. Hallamos f (z) = 26 — 8z + 1, /' (3) = 42* — 8, " (z) = 122%
F,6) = <5246, f(2) =13 " (=) = 0, f(2) = 1 = 0, por e=o0 tomamos z =
= 2. Utilizamos la formula

Ty = 2y — f (Zo)lf' (z4)s 0 S0, 2, = & — 1/24 = 1,96,

Determinamos la segonda a(})roximacién. Nog resulta
fir) =1964 —8.496 - { =000, f(r)=4106°—8=2212; por lo
tanto,

2y = a2y — f (2)f (z;), o sea, z4 = 1,96 — 0,00/22,12 = 1,956 =~ 1,U6.
Determinemos el exror del valor aproximado hallade de la raiz:

(f (=2} | i"tz)
2 [11.‘];‘-:2] 17" ()2 }

| 7= | <

En el intervale ]1,6; 2[ tenemos

) _| f202  _ 8a
I @F |”|@2=8F 16(@—2p

Dentro del intervalo[1,6; 2] la funcién
canza su valor mdximo cuando x = 4,6

~ 0,002 3,162
l=—188 ] <= BrE—

no licne extremos, kila al-

R L
(z* — 29)

o sea, | = — 1,96 | <= 0,0002; por consiguiente, en el valor aproximade de la
raiz igual a 1,96 todas las cifras son correctas.
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1111. Aplicando cinco veces el método de iteraciones, hallar la
rafz aproximada de la ecuacién 2z — cos x = 0, aislada en el inter-
valo [0; 0,5], con precisién de hasta tres cifras significativas.

Resolucién. Eacribimos la wuacifm dada en la forma = = 0,5 cos z;
consiguiente, ¢ (r) = 0,5cos z, §’ (z) = —0,58en z. En el mmrvain 10; Opﬁl

l'.ensmosltp(:)]cl35=r<1 Tomamos z, = 0,5, 7 = €08 Ty, T3 =
= 0,5 cos z;, elc. Realizamos los célcu!os-

:,‘—‘050050-5—0500&28"41 0,5 cos 0,4386 = 0,5 cos25°08" =
L 0,452T; 74 = 0,5 cos 0,4527 = 0, ok s , = 0,5 con 25%6' =

= 0,4503, z, = 05cns 25°48’ = Oé
‘Caiculamos la estimacién del error nplwando la férraula

!‘—$s|<1"__—,.|8r~ﬁl-

Tenemus
1z — 0,4502 | = | 0,4502 — 0,4503 |, 0 sea, | x — 0,4502 | << 0,000, o bien
0,4501 =< = < 0,4503.

Por lo tanto, con ipmwnﬂn de hasta trea cifras significativas, el valor apro-
x:mado de la ra:z es guﬂ a 0,4

6. G “’ "de Newt para la solucién aproximada de
ecuaciones,

a) Método de Chéllhhev. Supongamos 1us se exige hallar la rafz real de
la ién f (z) = da en el intervalo }a bl. La funcién f (x) se supone
continua junto con ]na derivadas de n-ésimo orden i.nulunive. ademds, ' {z) # 0
en el intervalo le, bl. Examinemos la curva s =E+ A;p -+ Ag* + . ..
v .. 4 A,y Seleccionamos los pardmetros §, 4,, 4y, - . ., 4,, de modo que

n

lascurvas y = f{x) yz = £ + 2 :ik y" en el punto con abscisa x, del intervalo

le, & tengan una tangencia de n—ésimn orden. Recordemos (véase la parte I,

cap. VIL, § 4) que las curvas y = ,f (=)} @ y = @ (z) en el punto con abscisa z,

[0 m o 1z = @ (5 I 20 I g = g .
% @ (zg0 1 (xg) = ' {z¢ o = Q" {zgl, ..., f¥ ‘“Q"

El punto de tangencia de n-ésimo orden os g E.‘K o

de n <+ 1 puntos de interseccifn de las curvas y = f (z) e y = (z), al I.ender

estos puntos de interseccién hacia el punto con abscisa xy. En el caso dado. la

curva y = ¢ {z) se define implicit te por la jon = £+ Edkyk

Seleccionando de tal modo los pardmetros §, 44, » Ag, por vnlor
aproximado de la raiz busc:ula, gg puede tomar Ja nbsclsu del punto ''ds intersec-

cién de la curva = £ 4 Z Apyt cos el eje Oz, o sea, el namero E.

51 n=1, entonces t= zﬂ—%—(—:’g (férmula del método de Newton).
Si n=2, entonces

L (e S
R = T % 0

S8i n=3, entonces
o A ([ () U @) 3L I (-1 ()
E=E =y 2T (ol 3 7 &P - @
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5i n=4, entonces

- flze) U (331" {xq) _ [f (Z0)]° BIf" ()] —1" (xo)-1" (2o)
L =) 2 (=P ! 11" (za)®

If (o)l [ (ao))21 T (o) —10f" (o) f* (20) {7 () HAS U ) (g
a 7 T .

Demos las estimaciones del error de los valores de las raices halladas por las
férmulas (1) ¥ (2).
Para la férmula (1) cuando n= 2

L) 13U @R @) 1 (2)
Al e -

Para la formula (2} cuando n=3

1781 < LG gy |1 ¥ @107 (@1 (=) [~ @ 415 11" (zn-l].

If @
b) Para determinar la raiz real de la ecuacién f (z) = 0, aislada en el in-
tervalo le, B[, se examina la curva

y= Z—%n @
ey B Y s e B

que tiens con la curva y = f (z), en el punto con abscisa 2y (8 << 2¢ << b), una
tangencia de n-ésimo orden. Tomamos por valor aproximado de la raiz la absei-
sa del punto de interseccién de esta curva con el eje Oz, o sea, 3,.

De la condicidn de la tangencia hallames este valor aproximado:

D
En=&y—by 5“1 ¥ @
donde
by by 0 0 ...0 0
by by by 0 ...0 0
Bt by by -bl .bn ! ....0 1}

bpy brog Baog Baog e By By
bn bnoi bneg Opeg ... bz 4

b;=%-|{-:i T

Si n =1, la ecuacién (3) define la recta y = ;1» {r — &) v para el valor

aproximado de la raiz se obtiene la férmula de Newton.

Ile oste modo, la férmula (4) generaliza el método de Newton para la solu-
cidn aproximada de ecuaciones.

S n = 2, entonces
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Si n=3, entonces
(6)

1112. Hallar el valor aproximado de /'3 con precisién de has-
ta 0,0000001.

Resolucidn, Aplicamos a la ecuacion 2* — 3 = U la férmula de Chébishev
para n = 4, Tomamos z, = 1,7; entonces { (z) = 2? — 3, {' {z) = 2z, " (5} =
=2 f@=0 A@=0707=—041, F (1,7 =34, (LT =2,
1" (1,7 = 0, 11V (1,7) = 0. Por consiguiente,

_17+011 0.11'2 0,413 12 0,11+ uw_
VT 7 R R v R ¥ e

= 4,7 + (,323529 — 0,0003078 -+ 0,0000058 — 0,0000001 = {,7320508.
Como f (1,7320508) < 0, pero £ (1,7320508) > 0, én el valor aproximado de la
rajiz § = 1,7320 todas las cifras son correctas.

1143, Hallar el valor aproximado de la raiz real de la ecuacién
2z® + 2z — 7 = 0 con precisién de hasta 0,000001.

Resolucién, Tenemos f(z) =22 4+ 22 — 7, f (a5) =622 4+ 2> 0 }
una funcidn creciente; és(si ) =4,804 426 — 7= =0006 <0, {
=5488 +28 —7T= 0. Por cons:gmenze en el intervalo s 4,
se tiene la Gnica rm: real de la ecuacién dada

Tomamos z, = 1,3, Utilizamos la férmula de Chébishev para n= 2: en-
contramos }(:-2:5+2x—7  (z) = 628 + 2, )""(z)-—iZz F1,3) =
= —0,006, (1,3) = 12,44, /" ({,3) = 15,6; por consiguiente,

88
4l

E=1, 3+—?§§- 20008 ,Tfi%ﬁ._i 3.+ 0,0004942 —0,0000002 =

= 4,300494;

1 (1,300484) = 4,399000 -+ 2,600988 — 7 = —0,000003 << 0,
1 (1,300495) = 4,309021 4~ 2,600990 — 7 = 0,000041 = 0.
Por lo tanto, todas las cifras del valor aproximado de la raiz § = 1,300404
son correctas.
1114, Valiéndose de la férmula de Chébishev, hallar el valor
aproximado de ,'5 con pracision de hasta 0,00001. Poner n = 3,
1115. Tomando en la férmula de Chébishev n = 2, calcular la

raiz real de la ecuacifm 32° + 62 — 16 = 0 con precisién de
hasta 0,00001.

1116. Hallar ol valor aproximado de}/Z con precisién de has-
ta, 0,00001.

Resolucign. Pongamos f (z) = 2% — 2. A lleamus la Iému]a ()] tumando
o == 14, Entoncss{(z]=:’—2:" g‘ 'z =
Ha‘i) =004, b =/f(1,4)= ba_(”lf'ﬂ,él*'(ﬁz}z-i
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by = f* (1,4) = 0. Por consiguionte,

(7.84+0,04)-0,04 7,88.0,04

Sa=1,4+

38 —om 0 |~ 4t rom =
1 28 —0,04

il 1 28

A B 0,062 = 1,41421,

22,170
Todas las cifras decimales del valor aproximado de la raiz son correclas.
1117. Tomando n = 2, hallar el valor aproximado de la raiz posi-

tiva de la ecuacién 2® + 23 — 4 = () con precisién de hasta 0,0001.
Resolucisn, Hacemos zy = 1.,3. Tenemos: f(z) = 28+ 2% — 4, ' (z) =

=32 2z, f"(z) = 6z + 2, by=f(1,3) = —0,113, b = (1,8) = 7,87,
by = (112) -_f'(’t.a;: e mzf-‘%.s=2.n, ey A S

7.67 0,113 0,80674
W=t s e S e = Ve

Todas las cifras decimales son correctas.

1118, Tomando # = 2, hallar el valor aproximado de la rafz de
la ecuacién z + ln z = 3 con precisién de hasta 0,001.
1119, Valiéndose de la formula (6), hallac el valor aproximado

de f/g con precisién de hasta 0,00001.
120. Valiéndose de la férmula (3) calcular la raiz negativa de
la ecuacién 52° — 5z — 47,071 = O con precisién de hasta 0,0001.

§ 2 Interpolacii.n

1. Polingmio de interpolacién de L

\grange. Sea dada la tabla de valores

z £ ¥y T3 s In

¥ n ¥ Ya Voo n

Se requiere escribir un polinomio y = f () do grado m = n — 1 que tome
los valores dados y; para los valores correspondientes de z;, 0 sea, y; = f {z;)
{t=1,2, ..., n)l. En olras palabras, el grilico de este polinomio debe pasar
por n puntos M, (x5 y;).

Designemos por

‘P(”)'{’_xl){z‘-:nl(r—xa) v o {3 =—xp)

un polinomio auxiliar de grado n en el cual z; son los valores del argumento
dadoz en la tabla. Entonces tiene lugar lu igual

- ¥1°9 (z)
& {z—z)) (]1—23) (21—} -+ (21 —2n) =

B



¥a 4 (=) i

1
U (z—ag) (zg—21) (T2 —Ty)} - .. [T;—2Zn)
ik Un-@{z)
U (#—ap) (En—%) (Tn—72) ... (Fn—2n_g) ’
© bien
< (:
Yr-4 (2
fo=2 T e
k=1

Este precisamente es el polinomio de interpolacidn de Lagrange.

1121, Escribir el polinomio de Lagrange para la siguiente tabla
de valores

v | 2| 3} 4] s

Resolucidn. El polinomio auxiliar tiene la forma
f’ (#) = [z — 1) (r — 2) (z — 3) (zx — 4). Calculamos sucesivemente ¢ () para
o0s valores dados de x: 3

1"(2)=fr~2j{:—3l[z—4)+(x—1){:—-32(:—6)+
+{¢—,gl’x—* 5(:—4)-%{:-—11(3—-2)(:—31: 9 {1y = —86, ¢’ (2) =
=29 @) =—2 ¢ (4 =86
Entonces

1= -26c—96-n+d-ne-9e—9+

+__i2(x—‘1) (z‘—2)(:-—'i}+~2{:— Nizg—=2){z—PH=x41.
De este modo, en el caso dado el polinomio de interpolacién es la funcién lineal
fer==z+1.

1122. Hallar la ecuacién de la parédbola que pasa por los puntos
(2; 0), (4 3), (6: 5), (8; 4), (10; 1).
) b e o aeneInfomu g ) s By (5~
@ ()= (z=4)(z—6) (z—8) (z—10) + (z — 2) (z — 6) (x — B) X
X=104+(z—2(z—4)(z—B)z—10)+(x—2)(z— 4) (zr— 8 X
Kle—10) +{z—2) (x — &} (z — B) {zr — B);

9 (2) = 384, @' (§) = —96, ¢’ (6) = 84, ¢’ (8) = —96, ¢' (10) = 384,
Entonces

1 @) =g (2= ) (=0 (1 —8) b 0+ — (2—2) (=)

X (2= 8) (£—10) e (£—2) (s —4) (z—8) (—10) —
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— 3% (=2 (5—4) (=) (c— 10 p - (52) (e —8) (=) (s—8) =

= (2 — 265 220276z 4-640),
Por consiguiente, la buscada es la pardbola de cuarto orden
y= g (24— 2623422022 684 ¢ +640).
1123. Se dan los puntos (0; 3}, (2; 1), (3; 5), (4; 7). Escribir la
ecuacién del-polinomio que toma los valores indicados para los
valores dados del argumento.

mﬂﬁ. Escribir el polinomio que toma los valores dados en la
tabla.

¥ =7 5 8 14

1125. Bscribir el polinomio cuyo grdfico pasa por los puntos
(2: 3). (4 7), (5; 9. (10; 19).

2. Formula de interpolacién de Newton. Seam yq, v, yay ... los valores de
cierta funcién y = | (-’-} que corresponden a valores equi istantes del argumento
2, Xgy « s (O = Az, = const).
fnlrcduzcamos las ée.s[gnacmnas

¥i— Vo= Alg, ¥a — ¥1 = A « s 0y Yo — ¥n-y = Bip-1 0 sed,

las d.LIersmms de prin:er orden de la fumcidn dada.
?1 Ayp = Ay, Ay — Ay = A%,, ..., © sea, las diferoncias de
segun o orden;
— Ay, = A'“‘lgr., Any, — APy, = A%y, L .., 0 sea, las dife-
remiu d}e orden (n + 1).
Efectnando las sustituciones sucesivas, obienemos

Myy=ys—2y +¥0, A'Wo=ys—3ua+3n1—tp +--»

n
Anyy= %) (—1h-Choynon.
E=0

Del modo semejante obtenemos:

pi=uy+ Bk Y= Uo+20¥yF+ A% Y=o+ 3Dy 3AVe + A3y ..oy

n

yn= D) CEARyy=(1+ )" yo=yo-tnbyo+
h=0

T 2
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Escribimos la tabla de diferencias:

Ty We
T Ay
Ay,
Ty ¥ An Ay,
4%y Aly,
Ty s Ays Ay,
Ay,
Zy s Ay

Si en In fonnula (1) se supone que n no os sgle un nimero entero ¥ positive
sino gue puede ser un nimero cualquiera (n = ¢), entonces obtenemos la firmu-
la de interpolacién de Newton:

t t(e—1 t{t—1) (r—2]
u=so+ gy dunt L any + LA i,

Hemos obtenido tal [uncitn de ¢ que para ¢ = 0 se convierle en y,, para
t=1eny, para t = 2 en y,, ete. Puesto que el valor sucesivo del argumento =
Ea.ra el paso A se determina por la férmula z, = x4 4= nk, luego n = (z, — xgith.

ntonces, haciendo z = x, + th, o sea, t = (z — =)k, reducimos la formula (1)
al aspecto

Yn =Yyt zh% Ayy+

{g—ag) (T—x4—H)
2M?

Ayt 16

1126. De la tabla hallar el valor de y para x = 3,1, valiéndose

z i 2 8 4 5 6 T

y 3 7 13 2 M 43 57

de la férmula de interpolacién de Newton.

Resolucidn. Componemos la tabla de las diferencias

x v Ay Ay ady
i 3 4

2 7 8 2

3 13 8 2 0
4 21 10 2 u
5 31 12 2 1]
3 43 14 2 0
7 57
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Aqui zo= 3, z = 3,1, h= 1. Entonees ¢ = (z — zMfh = (3,1 — 31 = 0,1.
Escribimos el polinomio de interpolacién de Newton para este caso:

y=vat-Bge+= :_ﬂ A%y,
o bien,
y=1340,1-84+2LCI=D 5 ga .

Por consiguiente, cuando £ = 3,1 e y = 13,74, el polinomio de interpola-
cién para esta tabla tiene la forma

y=3+{x—1) 4+£‘:1)2G_-2’.2=x1+x+ 1.

1127. Se dan los logaritmos decimales de los niimeros: log 2,0 =
= 0,30103, log 2,1 = 0,32222, log 2,2 = 0,34242, log 2,3 = 0,36173,
log 2,4 = 0,38021, log 2,5 = 0,39794. Valiéndose de la férmula de
interpolacién de Newton hallar log 2,03.

Resolucién. Componemos la tabla de las diferencias:

= log x Ay Aty | ady Ady ASy
2,0 | 0,30103

211 | oize222 |32} | o

212 | oai2 |53 |4 | &
23| o36t73 | 1921 83| § | 2
2.4 | o3soet |28 75

2.5 | 0.39794

Aqui zo= 2,0, x = 2,03, 4 = 0,1. Entonces ¢= (r — zo/h = (2,03 — 2,00
04 = 0,3. De elle

ol i —
y= vt t-Avpt LT g LEZROED

| =D (—2) (¢—38) t(t—1) (t—2) (¢—9) (t—4) -
T A 51 A%y,

aty,+
= 0,30103+0,3-0,012194—--0,3-0,7-0,00090 +
b 0,3.0,7-4,7.0.00010+ 5 0.8:0,7-1,7.2,7-0.00004 +
+_11T‘ -0,3-0,7-1,7-2,7-3,7-0,00006 = 0,30750.
De este modo, log 2,03 = 0,30750. La tabla de logaritmos con cinco deci-

males da ¢l mismo resultado.

1128, Se dan los logaritmos con cinco decimales de los nimeros
de 4 a 10 cada dos unidades. Valiéndose de la férmula de interpola-
ci6n de Newton, calcular los logaritmos con cinco decimales de los
nameros de 6,5 a 7,0, cada 0,1.
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1129. Conociendo los cuadrados de los nimeros 5, 6, 7, 8, hallar
el cuadrado del mimero 6,25,

1130. Escribir el polinomio de interpolacién de Newton para la
funcién definida por la tabla

v 1 4 | 15 ( 40 | 8

§ 3, Calculo aproximado de integrales definidas

3i f {z) s un funcifn continua y derivable un nimero suficients de veces
sobre el segmento {a, Bl y h = (b —a)/n, 2y, = zg + kh (k= 0,1, 2, ..., n),
Yy = f (z), entonces tienen lugar las fémuﬁas siguientes para el edleulo apro-
xlmado dé las integrales definidas.

Férmulas de los recténgulos

b
E f @) dz=h(go+ym-+p+ - +ina)+Ra (1)

o hien

b
5 fla)de=h(y+ya+ ... +yn)+ Bu: 2)
el error limite abscluto os
R & - (b—a) My, dondo My=ioax |1 @)1, @

Férmula de los trapecios

b
§ e ae = (LFE iy byt ) + R ®
L]

el arror limite absoluto es
ht -
R < 13- (b—a) M,, donde M;nf\;.x:zl’tllf (=) (5

(el valor exacto del error §, = —(h¥/12) (b — 2) /* (), donde a < ¢ << b);
Férmula de Simpson

b
§ 16) de= v+ st oo o) +
a

+2{WeFvat - yan-a)l+ R )
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el orror limite absoluto es

Hng%ﬂ-—a] My, donde Me—mai}””(:n ()

(el valor exacto del crror 8, = —(h$480) (b — a) {7V (c), donde a << ¢ < b).
Cuando la doterminacién de la cuarta derivada do la Innciéhn subintegral es

dilicultosa, pora cstimar el eeror del cdleulo de lu integral S.‘ (=) dz por la

a
formula de Simp so puede lear el procedimieato siguiente.

Haciendo n = 4k, se calerla el valor aproximado de lu integral dada por la
férmula de Simpson para el pase b = (b — n).l’{ék]); supongamos que el valor
hallado de la integral es 1y; luego el paso b se dobla v el c}iwlo con ayuda de
la férmula de Simpson se electta para el paso b, = (b — a)/(2k); supongamos
que el valar hallado de la integral es I, el error del segundo céloulo es, aproxi-
madaments, 16 veces mai(or que el error del primero y ambos ticnen ol mismo
signo. Por eso el error del primer cdleulo | el paso k= (b — a)/(4k)] se de~
termina por la férmula siguiente (que también tiene en cuenta el signo del error):

85 =~ (I, — TIN5

(este procedimiento se puede llamar estimacién del error de la férmula de Simp-
son por el método de duplicacion del paso de los cdlculos).

2
1131 Por la firmula de los rectdngulos calculer 7 = | z da,

il
dividiendo el intervalo de integracién en 10 pavtes. Estimar el
error,

Regolucién. Aqui y = |'x; para n = 10 tenemos b= (2 — 1)/10 = 0,1.
De puntos de divisién sirven zp = 4, oy = 2+ k=0, 2, = 1,2, . . ., 7, =
=19 Dotarm:;rnamos los valores correspondientes de la Tuneidn subintegral:
= Y1y i kil T4 — It - - -
o= ap=11=1, y = 11=1,08 y, =1085 g, = 1440, y, =
i) Vo = 1,225, 7 — 7 36, v, = 1,304, 3, = 1,342, y,'—= 1.378
Utilizando la férmula de los rectingulos, obicaemos
I= 04 (1,000 4 1,040 + 4,095 + 1440 + 1,183 -4~ 1,225 —— 1,265 - 1,304

+ 1,342 + 1,378) = 0,111,881 ~ 1,20,
Estimamos el error, En el caso dado f* () = §/(2},7) sobre el wento

[1, 2] aleanza ¢l valor maximo igual a 0,5 para r = 1. De esle modo, | ' (z) | <
=< M, = 1/2. De aqui, por la formula {3) encontramos

0
Bu Sy 20,025,
Por consiguionte, f =~ 120 & 0,025,

Para comparar, calenliunos esta iisma integral por la fdrmnla de Newton—
Leibniz

2
I=) Vrdr=
1

o =n=%{2 VI—ty =121,

DU

En efecto, ol valor real de la integral estd cn el intervalo hallado.
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1132. Calcular la misma integral por la férmula de los trapecios,
tomando n = 10; estimar el error.
Resoluctdn, Para las mismas designaciones, utilizando la férmula de los
trapecios, obtenemos
re=0. (EE 4y 009.4,095 41,340 1,185+
+ 1,225 4 1,265 + 1,304 + 1,342 4 1,378) = 1,248,

Luego, f* (:{ = —1/{§V 7 | i' {z) | < 1/4 sobre ¢l segmento [{, 2). De
este modo, por la formula (5) ‘hallamos

Rng% 1.% ~ 0,002,
De sverte que I = 1,218 + 0,002.

1133. Calcular aproximadamente por la férmula de Simpson
1

= S V14 z3dr con precisién de hasta 0,001.
o

Resolucién. Ante todo, valiéndonos de la iérmula (7), determinemos qué
paso b hace falta tomar para alcanzar la exactitud prefijada. Tenemes

1O=VTF P @=«TT5 [ @=uVTaFo5
* (@)= =3aV It YV ()= (1222 — 3V T 27,

El valor maximo | f*¥(z) | sobre el segmento [0, 1] so alcanza en sl punto
2= 0; | /1V(0)| = 3. Asi, puss,

Bn < o @)l (@) = fg1.3.

Como este error debe ser menos de 0,001, entonces M/60< 0,001, o sea, b <
= 0,06. Se pueda tomar b = 0,5 (si b = 0,5, A* = 0,0825), 0 sea, un poco mayor
Fue la magnitud requerida, pero esgo no tendrd influencia sobre la exactitud de
03 célculos, puesto que en la estimécién ha sido utilizado el ervor I§mite absolu-
o, o sea, una magnitud notoriamente més grande que el error real. De suerte
que para alcanzar la exactitud dessada basta dividir por la mitad el intervalo de
integracién.

Determinemos los valores de la ﬁmdﬁnf(:{): Ki + 23 para £ = 0; 0,5
¥ 1: £ (@) = 1,0000; f(0,5) = 1,4480; 7 (1,0) = 1,4142 (realizamos los célculos
con una cifra de reserva). Por eso

fh,
1 B8 14,0000+ 41,4180 4 1.4142) = 1, 1477,

Por lo tanto, redondeando la fltima cifra decimal, encentramos f = 1,148
Para comparar, caleulemos el valor exacto de esta integral por la férmula
de Newton—Leibniz:

1
""S ViFHae=[ 5 VIFa+ 56+ VT2 ];=
1]

= [V E+10 (41 3] = o (141424 0.8814) ~ 1,475,
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Asf, pues, el valor de esta integral determinado por la férmula de Simpson
tiene incluso no tres sino cuatro cifras decimales exaclas.

1134. Determinar por la formula de Simpson 7/ = SH—:"
tomando n = 8. Efectuar los calculos con seis cifras decimales. Estlmnr
el error del resultado obtenido. valiéndose del procedimiento de
duplicacién del paso de célculos; comparar el resultado con el
;alor real de la integral, tomando este ltimo con una cifra (séptima)
e reserva.

Resolucidn. Los valores de 1a funcidn subi: 1 se han do inar para

Los valores siguientes del argumento (b, = 0,125): z, = 0; 2y o= =,=
= 1,0, Hallamoa los valores corres ondfentes d é‘é"' im + =’)

= 1.000000; y, = 0,884625; ye = O, Bt176; v, = : o8T6712; 2 vy = 800000:

vs = 0,719101; " g, = 0,640000; g, = 0,566380; 'y 000. ubutltuimoa

estos datos en la T&rmuls do Slmpsnn pa:a hy= 5125 ¥ ﬁl = (,25:

h
f1=TI los+ya-Fa (@it-ba | ys o +2 (g2 T 04 b vl =
0 u.:

+1,000000 4-0,500000 + 4 (0,984615 + 0,876712 10, 719104 +
—0,566380) 2. (0,944476 -1 0,800000 +0,640000)] =
- 14,840548 = 0,785308;

N

Ly =2 b4 s 90 2041
= _"-'%3—.11,0000!'0-%,500000 4 (0.941176 +11,640000) - 2-0,800000] —
=1 0.424704 =0,785302.
T aqui
Ji—I, _ 0,000006

T = = 0,0000004.

De este modo, las seis cifras de 7, deben ser oxactas. El valor real de la
integral es

8, =

I_=n
e Y 1_,_ Ty = vrcles | =~ 0.786090, ...,

le que conlirma el resultade hallado.

1135. Valiéndose do la férmula Simpson calcular jg con

precision de hasta 0,0001; tomar n = 10.
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L}
1136. Calcular por la férmula de Simpson J d:_j , tomando

Vz

[
n = 8. Estimar el error por el método de duplicacién del paso;
comparar con el valor exacto de la integral. Realizar los caleulos
con cineo cifras decimales.

1137. Calcular por la formula de los trapecios I =
=2
j ¥ 1—10.5 sen® z dz, tomando n = 6; estimar el error de antemano
(1]
para determinar con qué nimero de cifras decimales (con una cifra
de reserva) hace falta efectuar los céleulos.

2
1138. Calcular por la férmula de los trapecios In 2= E? con
1

precisién de hasta 0,01, tomando n = 5.

2
1139, Calcular por la férmula de Simpson Tl"—: dxr con preci-
1

sién de hasta 0,01, tomando n = 4.
i
1140. Calcular por la férmula de los trapecios 5 e** dz con

precision de hasta (L04, tomando n = 4.

2

o
2T 2 dz con

1144. Calcular por la formula de los trapecios T

[

precision de hasta 0,01, tomando n = 6.

§ 4. Calculo sproximado de integraas miniiples

1. Anélogo de las f las de los rectingulos. a) Examinemos la regién
cerrada D acotada por laslineas z=a, 2= b, y = ¢ (=), y = ¥ (=), donde
Q) y t? son funciones continuas en el segmento lyu, b], ademds @ (z) < ¥ (2)%)
(fig. 71). Dividimos la regién D en n partes con las lineas

r=9@+Liy@—v@ =012 .. . I

Luego, dividimos el segmento [e, b] en m partes iguales mediante los puntos
q = Ty By I Ty < L. Ty < Iy, = b Y por estos puntos tracemos las
vectas poralelas al eje Oy:

z=x(t=01,2 .., mh ()

Con dos familias de 1fneas (1) ¥ (2) la regién D se divide en mn cuadriléteros
curvilineos que tienen por vértices los puntos Py (zd: vigh P F Fpne y,ai ,{).

Pygir 23 prgiady P (g Vigagea)i i=0,1, 2, ..., m
2! ! SRS < ] ‘?’fﬁ?ﬂa i g i&‘é’ ‘) la longitud del lado vertical del

*) Notemos que esta condicién no limita la generalidad de los razona-
micntos,
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cuadrildtero no depende de j ¥ es igual a

P13y g = 2L g (2, ., n

n

Designemos por Awy; el drea del cuadrildtero curvilineo rep tado en la
fig. 72. Kste frea se determina por la férmula
i1
1
soy=—1 | w@—e@ie. ®
*

De la igualdad (3) resulta que el valor de Awy; no depende de j. Teniendo en
cuenta esto, lo designamos con Ay = Awy; 0‘@115 m—1,0gjgn—1.

Vo T i
Pi.jol (AT
[
=]
1 P
”.—- PI|l i M
I
}"?"l - : |
oheswn = P e T i
Fig. 71 Fig. 72

Sustituimos la integral doble SS! {z, y) dz dy, donde la funcién f (z, ) es

D
continua en la regidn D, por la suma integral bidi jonal, giendo en
calidad de nudos los puntos Py

m=1 n=1
Hf{x, Yldrdy~ D Awy D) iy ()
o i=0 i=0
donde
sp=1 a pide my=9 @)+L 19 () —e (=) o)
Seleccionando en calidad de pudos sucesivaments los puntos Piyq 7, Py 44,
Pyia, j1, Obb respecti , otras tres férmulas para el cﬁtcu.lc apro-
ximado ée 1a integral doble:
m=-1 n=1
SSF(:» y)dxdy = 2 M{Z Biea fi (8)
D i=0 =1
m=1 =1
§§ 1 nazas 3 a0 Dz )
D i=0 J=0
m=1 LEE]
St naare 3 sor 3 arur s ®
| =0 i=0



Las férmulas (4}, (6), (7) ¥ (8) son el andlogo de las férmulas de log rectén-
%url;i}nm el céleulo aproximado de la integral definida. Es evidents que estas
(i1 as son tanto més exactas cuanto mayores son 1os niuneros m y n, o sea,
cuanto menor s la longitud de cada uno de los segmentos de particion.

b) En el caso particular, cuando la mfién D es un recténgulo definido por
las desigualdades a << z < b, ¢ < y < d, [as freas Aw; de las partes clementa-
lez son jguales entre si y se determinan por la férmula Aw = (b — a) (d — o)/
(mn). Las férmulas (4), (8), (7) ¥ (8) adoptan, respectivamente, las formas

il T

I \.;{:, ] n‘:dyﬂ-—(ﬁ_—:}g——:ﬂ- 2 2 Zif, (9)
D i=0 j=n
' b T
(1o pag =900 5 5, (t0)
] =0 Je=Q
o ; oy
VI paray~ LD S5, (1
n LES I = ]
i = m—1 n~-1
(repea-t=0t=0 5 5 . (12)
D =0 J=0

Las expresiones (9) — (12) se pueden Mamar férmulas de los paralelepipedos
¢) 8ilafuncién f (l:, } es mondtona con respecto a cada una dDe las variables
T ¢y, entonces para la iyntegral doble es vélida la estimacién

ﬁ'w_ﬁ]@_:ﬂﬁpgjj;f;,y)ud,glt.%l;@__“)m, RE)
D

donde M y p son, respectivamente, la mdxima vy la minima entre las sumas

m{!‘“-] m=1n-1 m—in-1 m—ln-1

A gn a1 v (2 32 . fe1e : Eer Qe
Fa)
=0 =g )EO = j=0 gﬂ ‘gﬂ

d) Sea que la funcién f (z, gr‘) y sus derivadas parciales fy (z, ¥) ¥/} (r, 3
son -continuas en la region D, del recténgulo a < = < b, ¢ < y s d. Entonces
ln estimacién del error de Ias férmulas aproximadas (9) — (i’z) se delermina
con ayuda de la desigualdad

{ - — — =
IRl < { a}z(d 4] [ M, (b—a) +M!(d ¢) :[‘ (14)
m n
donde
Mlﬂagzéb lig (=2 81+ M:E“E'::ﬁ Ity iz, 9.
cabad esysd
2. Anflogo de la [6rmula de las tangentes. a) Exami la integral doble
I =)/ (2 y) dzdy. Sea la regién D ol rectingulo a <z <bh, ccy<d

D
en todos los puntos del cual se cumplen las condiciones
AC— B0, A<0 C=<=0, (15)
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donde 4 = fig, C = 33, B = f. . Estas condiciones n la convexidad de
la superficie 2 = f (z, ) en todos los puntos de la region D (de un modo and-
logo las condiciones AC — B* = 0, 4 = 0, € = 0 aseguran la concavidad de
esta superficie), i

lEutonces para el cdleulo aproximado de la integral doble es justa la fér-
mula

S { 112 ety = b—a)@—0 1 &, B, {18)
-
donde z = (a 4 8)/2, ¥ = (c + d)/2.
b) Dividimos la regién S s N 2 (=012 ..., m
ey=y (i=0,1, 2, ..., na) en mn recténgulos iguales, Caleulando la inte-
ral dohliaen cada rectingulo elemental con ayuda de la férmula (16) ¥ sumando
os resultados obtenidos, llegamos a la f6rmula siguiente para el cileulo apro-
ximado de la integral doble

m=1n-1
{)re wasay L8870 59 o o “n

D =) =0

donde 7y = (zp4q + 2,02, 3= (ypeq + ¥2

La 6mul§+h?] diatarmi{m el {:l’]or aéroximado de la integral doble con
exceso si 58 cumplen las dici (15). Not que la férmula (17) se puede
utilizar también en el caso en que la primera de las condiciones (15} no se cum-
pla. Sin embargo, en este caso no se puede sebalar cémo se ha determinado el
valor aproximado de la integral doble: con defecto o con exceso.

3. Anélogo de la f6rmula de los trapeeios. a) Examinemos la integral doble

I = Sjj(x. v) dz, dy si la regidn D es un rectdngulo s < r < b, c =S y < 4.

o
Entonces para el cdleulo aproximado de la integral doble es justa la férmula

j 5‘ iz, pydeidy o {b—-alﬁld—-c)
D

donde 3, = f (@, ¢}, 2, = f {b, c). 23 = [ (a, d}, = = f (b, d).

Eszt.}: T6rmula da ol valor aproxfimndfo de la integral doblle con exceso si se
cumple la condicién (15).
a estimacidn del error de la frmula (18) se determina por la desigualdad
a+tb c+d )
2 ¥ 2

fla, ey (b, ed+{{e. di+1(b, d)
% +

(21 23+ 23+ 200 (18)

(b—u}(d—c) f (

- ) iz, y)dzdy = (b—a){d—¢) 19)
o

b) Dividimos la regién £ por las rectas paralelas a los ejes de coordenadas
en mn rectdngulos iguales. Calculando la integral doble en cada rectingulo ele-
mental con ayuda de la férmula (18) ¥ sumando los resultados obtenidos, llega-
mos o la formula siguiente para el cdleulo aproximado de la integral doble:

=5 {b—a)(d—e)
.(bg flz, p)drdy o ——gmmmmam—

(Sq-+28; +45,), (20}

donde Sy = Zgp + Zme + Zen - Zmn fs la suma de luf valores de la funcitn en
M= n=-

los vértices del rectdngulo; S, = 2 (250 1 530) + 2(303 4 %) 8 18 suma de

=i J=1



los valores de la funcién en los nudos que estén sobre los lados del rectangulo,
n

=1n=1
sin contar log vértices; Sy = 2 Zz”. es la suma de los valores de la funcién
fs=f el
en los nudos que estén dentro del rectingulo.
8i se ohservan las condiciones (15) por analogia con la desigualdad (19)
obtenemos la estimacidén

m-1 a1

D 2 iE < j thz. ) drdy <

i=0 j=0 D

b—a)(d— :
«:i-—f;’nin—”(swzsl“s,;, (21)

{h—aj(d—e]
i

donde 7= (2 30/ Vp=(¥patu)2.

Para agmciar el error de la igualdad aproximada {20) es tembien vilida
la desigualdad (14).

c) Si Ja regién D estd acotada por las lincas 7= a, 2 = &, y = ¢ (z),
4 = (z), entonces en calidad de valor aproximado de la integral doble

jj}’ (x, y) d= dy se puede considerar la media arnitmética de los resultados de

D
los calculos aproximados de ta integral doble, obtenidos por las formulas (4),
(8 () ¥ (8):

- n=-1
1
§J 1 nasava 1 3 a0 3 Gt rin, s gt s sk (2
n

{usl) de=il

1

donde Awy (i = 0,1, 2, ..., m — 1) se caleulen por la Férmula (3) ¥ los va-
lores z;;, por lus férmulas (5). Las férmulas (4), (6), (7), (8) ¥ (22) es conveniente
utilizar]as en los casos en que el cilculo exacto o aproximado de las dreas de
Awy no presenta dificultades especiales,

4. Andlogo de las formulas de Simpson. a) Examinamoes el caso de la regién
rectangular D definida por las desigualdades —h =<z << h, —I < y < L. Se-
lecei los coefici del polinomio de tercer grado

Py (=, y) = ager® + anz®y + aygzy® + apl’ + aap2? + ey +
+ agat® + @08 + agy + agos

de modo que en cinco puntos (nudos) escogidos de un modo especial los valores
de la funcidn f (z, y) ¥ del polinomio P, (z, y) coincidan. Entonces

L ko0
j Sf{s. i) dx dy = i jP,lx. vidzdy.

-h - =h =i

a
Teniendo en cuenta que 5w(t}d¢=ﬂ. g1 q{—t)=—q(t) sobre |—a, a],
-8
obtenemos la férmula
1
; 4kl
S j”x» yhdzdy e E) (@ gh® -+ agad®~ Bagy). (23)
“h 21




i los nudos se eligen del modo mostrado en las figs. 73 y 74, entonees Ia
formula (23) se puede escribir, respectivamente, en la forma

I

Ay

Fla p)azdy =L (b D1 (—h D1, =D

Ed

+1f(—h, —H-+8(0, 04, (2%
o bien
[ 5
5 q 1 (x pydzdy e~ 5 AL (hy O}/ (—B, )£ (0 1) (0, =1+ 2f (0, 0)]. (25)
Shew
Para el rectingulo a=C = < b, ¢ = y= d las férmulas {24) y {25) tienen, respec-

A "
L3 x
3 ) 3 -R 0 &
= =]
Fig. 73 Fig. 74

tivamente, la forma

(b—a){d—e)

f = [ o, o+

z, yldz dy ==

B o
At R

Hita 10, 0+16, D18 (5, S5 ], (28)

@

B ey
ey 1,

fiz y)dxdywﬂt.@_[! (“‘ c+d )H (a. 0_:.5.}+
s (S b (b (5 ).

Las formulas (28) y {27) son tanto mds exactas cuanto menores son las dimen-
siones del rectd o0; como se deduce de lo expuesto, ellas son exactas para los
polinomios de tercer grado.

b) Dividiendo el rectingulo l1)cn~ las rectas paralelas a los ejes de las coor-
denadas en 4mn rectdogulos iguaies, aplicando a cada uno de estos rectangulos
la férmula (26) ¥ smmando los resultados obtenidos, llegamos a la férmula

d
-, o —

(1 pozay LGOI (o tas, a5, 1050, @8

]

By

BN



dande
Sp=f(a, c)-+f{a. d)+4f(b, e)+f(b, d},

m-1 -1
S 3, Ul 1 o D1+ 3 1101 1160, vl

m=1n-1 m-in=i 4
$i= 2 3l So= 3 Ny (REpew TR
i=1 j=1 fu=l) Fe=

Si en los razonamientos precedentes se utiliza la férmula (27), entouces

[ § 1@ pazaye L=DE=9 (5,45, 44s,), 29)

donde

B 1o 2 o 2t
:

i Z_i [f ( Tat Tyt c) + ( oy + Zarte1) .a'}],

=0
m=4n=1

siw D) By (At T )

\=ﬂ i=0

1

m=1n-

i P Ya)F ¥t
Sa= Z E I—f[ +:r,u L V:j)+-‘ (-Ts "‘_“ = )].
1wl j=0
Las f6rmulas (25) — {28) dan un
vh g T2 ~ resultado exselo, sf i !un{ciandwbmte-
Z e3 un polinomio no mayor de tercer
T——-—'{-’;ﬂﬁ %dc.)de :!ou( v:.lriahlasmx. ¥, 0 sea,
W z, ¥) wa Py x ).
Y, Yeyo(x c) Sea ién D estd definida
G " "—'L-r Zett) por )ln zmlg'ualr;f:iu cu<=23¢v
Too | 20 nE<yrs ¥
z -. (zs :,) Dg con ln Iinea n [z}
= [y, (=) + ¥ (z))/2 dividimos Ia regién D
G L - —>—  an cuatro ]m‘tes (tig. 75). Designemos
0 1 ] Yy (=) = y;;. Como antes, f{zj, yy)) =
Fig. 75 =z (i, f=0, 1, 2). Examinemos
2 V.l"x}

IISSI(’ y]da:dya-j dr l f (= u)dy.
Ty Uel®)
Aplicando varias veces la pequefia férmula de Simpson, oblenemos la
igualdad aproximada siguiente:

§§ 102 vy = 21220 (v oo hror+ 700+
o

+4 (pa—Yao} (5ro+ 4811 510) + (Vag—Vao) {Fa0 T 4201 + 202 (30)
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Notemios que si yy (x) — vy () = k = const, entonces Ia férmula (30) adopta
la forma

SDS flz, y)dzdy e

- *“f‘!_wﬁ"[‘u‘f"m‘f"sn'f"w*" (ztot2at o)+ 165yyf.  (31)
En particular, la férmula (31) es vilida si la regién de integracién D es un rec-

tingulo a < = < b, ¢ <!y < d con los lados paralelos a los ejes de coordena-
das. En este caso

§§ e namay L2920 L1 o4t 410, 041 G a1+
D
a1 (o 555 o S5 (S )+

z a4 7 b e4d

+1 (5= a) ]+ aer (25, T)} (32)
La férmula (30) brinda un resultado exacto, si la funcién subintegral es un
linomio de tercer grado respecto & y para = fijada y el resuliado del caleulo de

¥

P

r
0 *

.

2

0 ™ 27 ¢
Fig. 76 Fig. 77

1a_integral interior es un polinomio de z no mayor de tercer grado. La formula
(32) es exacta si { {z, y) es un polinomio de tercer grado respecto a x con ¥ fijo
(o respacto a y para r fijo).

d) Si la regi6n de integracion D es un circulo con centro en el origen de las
<oordenadas y radio r (fig. 76), entonces, para el cdleulo aproximado de la in-
tegral doble es racional pasar a las coordenadas polares:

=

n
g S flz, yldxdy= \ dg 5 fipcos @, psenqipdp.
‘D ] [}

Dividimos el recténgulo en el plano ¢Op (fig. 77) mediante las rectas ¢ = n y
p=r/2 en cuatro partes congruontes, Caleulando los valores de la funcién
subintegral en los nudos ¥ aplicando sucesivamente las férmulas (24) y (25)
uhtenemns

§§ e pazar= L1 oy (=5 0)], (33)
D

1o varay =1 (5 0)+10=r 041 (—, o) ], @

L
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obtenemos, donde § = nr?es el area del circulo. Las férmulas (33) y (34) son
exactas nmanda F{p, ¢) es un polinomio no mayor de tercer grado, con
P Gtilizando 3

Utllizan o Ja [6rmula (32), obtenemos

H fiz ) dxdyz-'g-[,f(r. 0142 (51 0)+2 (=1, OO+
D

+4;(—L.0]J. (35)

Esta férmula es exacta si la funcién E {p, ¢) es un polinomio no mayur de tercer
grado, con respecto a p para @ fijo (0 con respecto a ‘Pl para

d) Si la regidnm de mtegracién esta acotada pcr La elipse 1 hz’ + YA = 4,
entonces, valiénd acidn das, con ayuda de las
férmulas z = ap cos qa, y = ap sen lp la intugml dohle puede escribirse asi:

ax 1
.’zSS iz, yydzdy = E j abp-f (ap cos @, bpsen @) dp dg.
D [}

Para lal vegidn las formulas (24), {23) y (32) adoptan, respectivamente, el aspecto
Im—g—fna o+2 (—5 n)J (36
;-:‘T[; (-5.0) -a-n—c.uyﬂ(—-;-,oH, {37y
Ja--'%-[fm, o+ (g 0)+2f (—a. O+4t (—5 o) |, @

donde § = nab es ol Area de la elipse.
1142, Calcular la integral doble J = H @+ y)?dzdy si la

D
regién D estd acotada por las lineas z =1, z = 3, y=2%
y=z+2z"

Resoluctén. D i pri te el valor exacto de [a integral
3 x+x2 3
f=-§ 5 (x-ryi“d-n‘y—-l— 5 (o |, g
1 =x2 1

3
=% 5 |(2r + 22 —(e+ 2P| dr=

3
7 11
———%—E (121- I’gt'+3¢‘)d\‘o=—[TS‘J.—-g—r‘a]-T:t‘]::

4 gser, 281 M 79
(L B+ g =2

Hallamos los valores aproximados de la 1 doble valiénd de las
férmulas (8), (6), (7}, B) ¥ (22) ¥ paramos estos val con los tos.

ank



Hacemos m = &, n = 4. Calculamos los valores yyy (1 =0, 4, 2, §; j =
=0, 1, 2 3) utlll:ando la férmula (5):

x; 1
vy =z = \t, +T1) 2

Puesto que x, = 1, 1, = 1,5, r,-2 :,.—25.;‘-:3. entonges yqp =
=1 [m=125'; = 15 b = 1753 gou = 2 o= 225 gy = 2,625
=3 =3 3g'l'u=3- !fan=37 v = 45 yaa =5 gy =55
Yo =8 Yo=106.25 yny =8 ?5' =-?,,.J,y“-8i25,y“—8,7 w =
=0 g =975 50 = 105 s = 20128, vl 12, De acuerdo con Ia for-
mulau(ﬁl

i s 1 a1
Aw;:-—‘- 5 zaix—-i-zll 3 ﬁT[z‘,‘_‘-—:?)
g
Parai=0, 1, 2, 3 obtenemos Aw, = 0,156; Awy = 0,219; dw, = 0,281;
Aay = 0,344.
Luego, como

By=lau? (1=0,4,287=01,23),

-entonces sgp = 4; 20y = 5.063; 2gy = 6,25; zgy = 7,563} 70y = 9; fm"“ﬂm
2y o 17,018; z), = 20,25; z,, =~ 23,788; z; ~27 ,563; z,.= 36; zy; = 42,25;
a = 48 2,0 —=56,25; =6 .x'm%ea, 1~a7.aa 2y = 100] 2y =
= 110t B84, ~ 126,588 200~ 1441 20s & 165.563; 45 <= 182,250; 143 =

Ul\hxan‘éo ahora!asi‘émulas (4), (8}, (1 ¥ (8) encontramos, respectivamente,

8 3 3
E M‘lz zpj=3) Awgsigai +2as1a) o=
0 0 =0

o~ 22,876 0,456 + 75,005 0,219 - 183,5.0,281 + 877,345 0,344 = 201,386;
3 3 3

; 6012 "*"’-E Acdy (Zp01, 0 21ar, 3+ 5iea, g T 5101, 8) 22

=0 J=i el

== 75,0850 158-]- 183.5 0 21EI+35'7.355 0,281 -+ B88.320.0,344 o« 394,721,

E Amiz LRy =’§' Ay (2pyFzig+ Fia+ 20y =

i=0 =0

= 27,878-0,156 + 88,595.0,219 4 21[.5 0,281 4 427,345- 0,344 == 230,190;

3 3 3
2 -N-"Iz Bop, .m-‘—E Awg {2,y 1 2001, 2+ S0, 3 F B, 4 =
=] i=0 i=D

o 88,595.0,156 4 241,5-0,219 - 427,345.0,281 - 760,329 0, 344 = 444,873.

Los e.rrones absoluto y relativo de los valores Dbtsnldos son bastante grandes
lo que ¥u los my n
Aplicnnr]‘o Ja férmula aproximada {22), obtenemos

I 201,386 + 230,190 -1; 394,724 + 444,873 1271,17 ~ 317,793,

s



Entonces el error relative

i 317,?933; 32,1000 ~ 1 .3%.

1143. Utilizando la desigualdad (21), estimar la integral doble
I = }.j (z® + y*) dz dy, si la regién D es el rectingulo acotado

B
porlasrectas z =0,z =4,y =1,y = 5.

Resolucidn. Aqui (::. W=+ felz n) =25 iy (x, 4) = 2y,
|(z, =2, fia (z, y}—a jay (z, y) = 0, por eso las condiciones AC —
—B’}O 4 =0, C>0 =8 cumplen. Hacemos m = 4, n = 4. Los valores
dezey compandlemea alos guntos de particién son los siguientes: =, =0,
=1, :'— y =1 nu==2 yp=3 p==4 nu=
Puesto qua zu— :?—}—;rj an{oncau fo=1, sm 4, 29p =0, 5¢3 = 16, 394 =
*-25:1:-23 5, 3 10, s 17 36:.—-5;=8
sl e e e e e L Py e TS
=17, 2y =20, 253 = 25, 5,3, =32, 1,, = "i. Do acu o con 1a formula
é&] tenemos

!3%-(3,4-2514-452;.
dende
Sp=1 4 25 4 47 + 41
o9+ 2844 9+1

+18 + 25 = 128,
Por consiguiente,

=84 8§ =24
6=212, S,=5

1 1
!gT(Sé-‘rE-ZlZ-l-%-12‘3;-—4—-1024=25ﬁ.

Para el cdleulo aproximado de la integral doble con ayude de la for-
mula ({7) determipamos primeraments z,-l—(xm )2, yj_(yju—f—yjjﬂ
(1=0,1, 2,3 j=0,1, 2, 8); tenemos To=0.5; 7y =1.5; x==2 5) %y=3.5;

Yo=1.5 1 =2,5; y2=3,5; ya=4,5. Designamos :;,....:?-I—y; v calculamos

20=0,541,58=2,5
2o =0,522,5¢=8,5;
203 =05 3,52=12.5;
299 2==0,52 4,52 = 20,5;
Z20=2,5"+1,57=8.5;
Ty = 2,58 42,50=12,5;
Tgp=2,53,59=18,5;
Tpa=2.58 44,59 = 26,5;

Entonces

Iy = 1,504 152 =45

5= 1,58-2,62=85;

T1a=1.574-3,52=14,5;
=15 4452 =225,
2gpe= 3,50 1,50 = 14,5
Ty =354 252=185;
299359 48,58 =245,
x_a,=-3,5’+4;5*=32,5.

44
I (254651254 0.5+45+85+145+22.5+



85+125+135+355+145+135+245+325)=2i5
De suerte gque 248 << I < 258.
Hallemos sllmvalor exacto de la integral:

I==

P ",

? (224 yt de dy= :! [z’y +'% y’ﬁ dr=

=j Bt 4+ T—x"‘——) s::.[i =3+_‘§i ,]“ 250—3-& 250,667.

De este modo, las férmulas aproximadas (20) y (17) dan, respectivements, los
errores relativos:

%jﬂ-m% 2,1%; 8= %ﬁﬂm%ﬂi%

1144, Utilizando la férmula (32), calcular la integral doble
I= H (22 + 2y) dz dy si la regién D es ol rectingulo 0< 2< 4,
B
EEGH
Resolucign. Determinamos el valor exacto de la integral:

& [ & 4
I= _\. a':S (23 2y) dy= S {2y +y28 dr = S (6274 36) dx =
L] 1] 0 4

=[228 4 36x]§ =272,
Aqui a=0, b=4, c=0, d=b; f(z, y)=22+2y; fie, €)=0; f{a, djmi2;
c4- c--d a-b

(b c)=18; (6, D1=28; { (s, —§-"—)=5; ,f(b. T)=2z; f(T,¢)=
=4 1 (22, a) =16 f (255, <52 ) =10, Aplicando la formula (32),
enconiramos

4 6
;=_\' j(:’+2y)d:dg=%lo+12+iﬁ+28+é {622 44+ 16)+ 16.40) =
[ (]

=i(55+4-46+160)=.2r2.

Hemos obtenido el resultado exacto, ya que la funcién subintegral / (z, ) =
= z% 4 2y es un polinomio de r e y, de grado inferior al tercero.
=2

Ia regibn D estd definida por las designaldedes —3<<z<C3,
—2<y< 2.

1145. Calcular la integral doble /= H (.’;_+ v )”' drdy si
D

Resolucign. Pagamos & las denad la: haciendo z = 3p .
y=2psen ¢. Entonces %9 p*4 = p2, qu:s;:amﬂs;pg Utili-

a83



zando la férmula (38}, hallamos el valor aproximado de la integral:

= da (st st b (st 4o d)man

El valor exacto de la integral es

2x 1 ﬁzz_‘ 1 " i1
fﬁﬁj Sp‘dpdrp—?s p5|d|p =—5-w{ =2 4m,
o0 [ u o

El error relativo es
8 = (2,5 — 2,4a)/2,4n -100% =~ 4,2%.
1146. Hallar el valor aproximado de la integral doble [=

= 55 (%-I—y)d:cdy por la férmula (30), si la regién D eslé
o

acotada por las curvas r=2, z=4, y=2%2 ¢ y="2z.

Resotucién. Determi el valor exacto de la integral:
A 2% - 2 2
o] (Gen)am] (300 5 e
z oyl 2
&
=S (31_}.3:1__25_——%‘—)&:[.!'3"—%_%;“ :=
2

=04 —16-25,6—8+1+0,8=16,2,
Aqui

Tp=2 =4, n= (ot 2)2=23, yo=1242, y, =2z
= (yp + ya/2 = 224 + z;
Y=z veo=wolmd =2, vy =1 (te) =3, oy =¥ (%) = &,
Vo= Yoflz) =45, ¥ = (=) =525, W2 = ya (=) =6,
Yoo =to (2} =8, =t (z) =8; yay =y, (zd) = 8.
ay=flzy yp =22+ G, f=0, 1, 2);
Sp0=3, 2oy = &, 20g = 5, 50 =6, 5y = 6,75, g, = 7.5,
£gg = 10, z4 = 10, 3z, = 10,

Por la formula (30) obtenemas

4 2x
:=£ { (5+v) tear="52 u—n@ s+t
=1/

+4(8—4,5) (B4+4-6,75417,5)+ (B—8) {10+ 4- 10 +-10)] =18 .é.-m.m.
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1147. Utilizando las férmulas (26) y (32), hallar los valores apro-
ximados de la integral doble 7 = j 5 (@43 V) dz dy si la re-

D
gion D es el rectingulo 0<< 22, 1Sy< S,

€5 Apleacidr odpt e ke Rigpbaeact cn L canler
: :iegres‘ﬂ*s AT A0 M LR VY L
l.Cilﬂllnde"l_, lez definidas por el método de M lo. a) Se req

calcular la integrla j @ (#) de. Supongamos que # es una variable aleatoria unifor-

]
memente distribuida, p (3) es [a densidad de distribucién de probabilidades de
esta variable aleatoria:

0, si t<<0;
p{!)={l. st 0ty
0, si t>1,

Ent la esp temdtica de la funeidn aleatoria @ (2) se d
por la igualdad

i
HIW(:]I-S @) ple)adr.
o

Teniendo en cuenta los valores de p (f), obtenemos
1

A (g ()] = j () dt. 1)
[}

Hallemos el valor aproximade de la esperanza matemética. Supongamos
que como resultado de ¥ pruebas se obtienen N valores de la variable aleatoria:
tyy tay .. o #y. Estos valores se pueden tomar de la tabla de nimeros alea-
torios (véase I{ tabla VI en la pég. 453). Entonces el valor aproximado A [g (f)]
sa determina, segfin el teorema de bishev, por la igualdad

N
1
Mgl ) gu. @
iami
De las igualdades (1) y (2) resulta que]
1

N
; 1
5 gt dem = S gy, (3
o i=1

b) Examinemos shora el caso] general: supongamos que so exige calcular

I f (z) dz. Pasamos a la nueva variable ¢ con ayuda de la igualdad =z = a +
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=+ (b — a) t. Entonces
1

1) dzmp—a) | @i, “)
1]

donde @ (t) = j |a + (b — a) t]. Utilizando ]a férmula (3) el céleulo apro-
zimado de la integral em el segundo miembro de la iguslded (4), obtenemos

LS.

] N b N
1@ aratz®. 5o, o bien | f@aznde Sy (5
a =1 a f==q

donde 5y = a} (b—a)ty (1=1, 2, .

L ).
La tabla para calcular la integral definida por la férmula (5) tiene la forma

i fy W #=at+b-alyy EREN
1 ty | f(x)
2 iy T3 flza)
N | tx N f(zx)

N
=

fumeg

El método expuesto del edleulo aproximade de las integrales definidas con
ayuda de la férmula (5) es uno de los casos particulares del método de prushas
satadisticas (método de Montecarlo)

Mostremos otro s\rocadimimto para calcular las integrales definidas,
basado en la utilizacién del método de Montecarlo. De la i::lterpretaoién geomé-

trica de la integral definida resulta que la integral I = j f (z} dz expresa el

&roa del trapecio curvilineo acotado por las lineasx = o, s =4, y =0, y =
= f (:‘). si la funcidn f (z) es continua ¥y no negativa sobre el segmento [a, B].
Examinamos el rectingulo limitado por las rectas =g, 2 =0, y=0, y =
= M, donds M > max f() (fig. 78). Si la funcin f () satisfacs la

aaxab
desigualdad f () = 0 no en todos los puntos del
la identidad

to [a, b], utili

R

b
t@dz= | U@+ mda—h@—a,
a

donde el nfimero & = 0 ha sido escogido de modo que f (x) + b =0 paraz €

a, b].
E] método dado, al ignal que el precedente, se basa en la utilizacién de la
la de aleatortos pert ientes al intervalo [0, 1]. Por oso es nece-
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sario pasar de las variables x, y a las variables §, n, de modo que la bn
Dyse t?ra:mforma en cierta mgidi'n % que esté dentro del cuadrado lmioa:d i
=1, 0=<n=<1 (lig. 79). Para esto hacemos s = a4+ (b—a) §, y = Mn.

n
v l1
M
/X _/\nﬂv{él
y=F(x}

o, D

0] @ b “x 0 1 &
Fig. 78 Fig. 79

Entonces dz = (b — a) d§ y al variar = dentro de los I1fmites de @ a b la varia-
Ela Ell.:nfza los valores de 0 a 1, La integral definida dada se transforma, obtenién-
vse la forma

1
1=p—a-m § 9t (®
11}

donde
@ @)= f la~+(b—a)&l. @

De la igualdad (7) se desprende que / (z) = Mg EE}. Examinemos el conjunto
de los puntos aleatorios (&,; ) é§.: Nads - - - (Ext M) distribuidos unifer-
memente sobre el cuadrado unidad. Supongamos que en la regifn D se tienen
n puntos. Como los puntos aleatorios estin distribuidos unif t t

1
a en probabilidad gwﬁ}dﬁ

N ] ¥
donde el nimerec {1 expresa el drea del drad idad. Ent
1
n
j 'P{E}ﬁ“'?. (8
]

De las igualdades (8) ¥ {8) se puede concluir que

jl’:r)d:-z-f“—‘:,lﬂl.

(9}

Esto es precisamente la férmula del cdleulo aproximado de Ia integral definida
valiéndur.ﬂ:e del método de Montecarlo. et 8

Bty
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La igualdad aproximada (9) se puaede escribir asi:

b
§f@az

T—a) ~ W (10)
de donde se deduce que la relacién entre el drea del trapecio curvilineo Iy y el
firoa del rectdngulo (véase la fig. 78) es aproximadamente igual a la relacién
deol nimero de puntos aleatorios que hay dantm del trapecin curvilineo, con
respecto a los que hay dentro del rectd nﬁ

La table para calcular la integral definida por Ia formula (9) tiene la forma

i & y y=atla=5f vy = Mny ¥y=1{x)

1 1 n *3 1 flz)

2 g: N2 Ty ¥z flry)

I v o v fz)
Entre los valores de (.! — 1 2, ..., N) hay que escoger aquellos que cum-
plan la daeifualdad ¥ El nfimero de estos valores es igual a n.

2. Céleulo de Iu es miiltiples por e} método de Monteecarlo. a) Se

requiere calcnlar { j 1z, y) dz dy, donde la regidn D se define por Ias desi-

D
gualdades a =Sz < b, ¢ (=) <y < ¢; (). Supongamos que las funciones

Y “]
: /_ \—-r-?,(xl /_\"
D A
- _/-—r-?,[x}
g N /
o o b % 0 1 &

Fig. 80 Fig. 81

continuas g [:() ¥ Py (:I subl;o el segmento [a, ] satisfacen las desigualdades
Ti

(x)=c, o) <d
% Susti tni?::os lm varlsblas aplicando Ias formulas z = a 4- (b — a) E,

y=c+ ([@d—cnE la regién D pasa a la region A
contenida en el cuadrado un[daé 0=<E si 0 <=0 c.;i (f?g. B1). Sea n el
niimero de puntos aleatorios (E;; ;) (t = - .., m) que se encuentran en

la regibn A y N, el niimero de puntos aleawnoe situados dentro del cuadrade
unidad. Es evidente que en la regién D habrin n puntos (zi. Igi) dondo z; =
=at+b—a i y=ctld—ew (i=1, i e acuerdn con
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el teorema del valor medio tememos

j 3 fiz, Y)dady={(z, y)-5. (11}
D

donde (- ") € Dy S esel drea de la region D. Tomamos como valor aproximado

de f {z, y) la media aritmétrica de los valores de la funcién j (=, y) en n puntos
aleatorios que se encuentran en la regaBn D:

7 1
{3'-- ) o = 2 FRETARTIN (12)
i=1

Teniendo en cuenta las ignaldades (11) ¥ (12), obtenemos

n
" §
G L (13)
D fe=y
Es comodo emplear la férmula (13) si el drea § se determina con facilidad.
Por analogfa con la férmula (10) se puede escribir
S n

d—cib—a) N ?
donde S es el drea de la regién D, Entonces

nth—a)(d—s)
= =

8 (14)

De las igualdades (13) v (14) obtenemos la férmula para el céleulo aproximado
de la integral doblo:

n
o {7
S 5 flz, y)dzdy = w < ) ftra e (15)
D =

Para calcular las integrales dobles con ayuda de la férmula aproximada
(15) es comodo utilizar la tabla de cdleulo:

®p=a+ y=t+ Z
i 5 g Fib—argy |+ - ey my [ veEyp=eate)|  f e )
1 E T £ n Quixy) | Palz) | [ ¥
2 Ea e zy ¥ L }1':) LA {Id .f(-'a- ?3
N | Ev | nx T yv | Palew) | walend | f (e v

Entre los valores gr, (1 < i << N) hace falta escoger tales para los cuales se
cumpla la condicién y; < y; < §;. Su nfimero es igual a n.
b) Generalizamos la férmula (9) para el caso de la integral doble
5 | {z, ¥} dz dy, si la regién D estd definida por las desigualdades a =S z < B,
D



G (2) <y < o lz). Dosignamos por M un nimero tal, que M >
= mxb fz, y). La intogral doble SS f (2, y) dz dy expresa, como es
D

cﬁ:

=

sahido, gdvolnmn de un cuerpo cilindrico V definido por las desigualdades

sz h, %(:Ja:v< (z), 0Lz <[ (2, y). Este cuerpo cilindrico estd

situando deatro del paralelepfpedo s <z << b, e y i d, Opg i M.
Pasamos a las nuevas variables §, m, I, Eﬂiun 0 las férmulas z =

=g+ —a)f y=ct@—cin s= MT. Entonces la regién ¥ se trans-

forma en una regién §, definida por las desigualdades

ot WEZC g BEE g or oy

La regién Q se halla dentro del cubo unidad acotado por los planos & = 0,
=1, =0, n=1, =0, =1. Da suerte que

I={b—a) (d_cufj 5 @ (& mdEdn,
A

donde @ (, n) = ;‘?!ta+ (b—a)E c+ (@—c)nly A esla region obte-

nida de la D, d de la sustitucién de las variables.
Exzaminemos ol conjunto de puntos aleatorios (&; LY Sl)- (Bes a3 Lyde o - o

«son (Byi Ty L) ditribuidos uniformemente dentro dasl cuT)o uniand. El

nlimero de estos puntos qus se encuentran en la regién A lo designames por n.
0 los puntos aleatorios estdn distribuidos umiformements, entonces

ﬁ en probilidad j; ¢k, mdEdy, o bien SI @ (8 n)akdn "_.-'W",.

A A
La tabla de célculo, al utilizar la férmula (16), tiene el aspecto

=g 4 -4 = Z:mm
L T T 1 :t’b-SE,[::d-:m. o My = e = G
1 Er h E; z n 2 @ (rg) | Palz) | f (0 1)
2 1 LH T3 ¥z ] Py (s, Pz} | f(2a: ¥2)
N[ Ex | 1w I N ¥ v | 91 | 9tz [flzwoom)

Retornando a las variables = e y, obtenemos la formula aproximada para
caleular las integrales dobles utilizando el método da Monteearlo;

jj f(z, y) dedy== .@:_“}EA:M_ (16)
b5

El nimero n se detormina del modo siguiente: entre los valores de (=
=1, 2, ..., N)hay que tomar aquellos para los cuales es valida la desigualdad

L<wm<4g 17)

Conforme a estos valores de y,, entre los valores de z; hace falta elegir aquellos
qua cumplen la condicitn

5 < % (18)
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Notemos que no es conveniente determinar todos los valores de Z; =
= f (24, ¥y ino que sélo los corms%undiemes a aquellos valores de y; para
los cuales se cumple la condicién (17).

¢) Una férmula andloga a las relaciones {9) y (15) tiene lugar también
para integrales de multiplicidad &:

h
§5 0 Jren o manan a5 G—ad, (19
¥ i=1

donde la regién V pertenece a un ‘paralelepi pedo k-dimensional, en el cual las
denadas de los puntos sati kd ldades o, <z < b (1=
=14,2, ...,k yla funcién f(z, 23, ..., Zx) 3 continua en la regi6n ¥V
y satisface la condicion 0 < f (23, Zas « s o o) < M.
La deduccién de las férmulas (9), (15) did( 91; estd basada en la utilizacién
del concepto de convergencia en probabilidad. Por eso 1a razén n/N es tanto
m#és estable cuanto mayor es N. Esto signifiea que para todo nimero e > 0

tanto pequefio como se quiera, la pmb&hi]idﬁd de la desigualdad | 7 — F| < 8,

donde I es el valor exacto de la integral e [ es su valor aproximado, obtenido
con ayuda del método de Montecarlo, crece con el incremento de N. No obstante,

uede suceder gue también con N muy grandes resulte que | 7 — N>e

n la prictica la ultima ancia se ra raramente.
En lo que se refiere al método de M lo, los ejemplos citados tienen
un oaracterdiiustrntivo, persiguiendo el fin de dar a a los di
b i YO, Dar

En virtud de las observaciones hechas, para el cdleulo aproximado de las
integrales con ayuda del método de Montecarlo es io utilizar una calcu-
ladora electrénica, habiendo preparado previ 8l programa respectivo del
método.

1148. Con ayuda de la férmula (3} hallar el valor aproximado de
i
la integral 1 = 5 (1 — t*) dt, tomando de la tabla de nfimeros alea-

(]
torios en la pég. 453, 30 valores seguidos y limitdndose a tres cifras
decimales.

Resoluctén. La tabla de chileulo tiene la forma

‘ 4 i i 4 g ! 4 t
1 0,857 0,734 11 0,609 1 0,37 21 0,070 0,005
2 | 0,457 0,209 12 0,178 | 0,082 22 0,692 0,478
31 0,499 0,249 13 0,974 | 0,949 23 0,898 0,484
4 ) 0,762 0,581 14 0,014 0,0001 24 0,203 0,041
5 0,431 0,186 15 0,098 0,010 25 0,350 0,122
6| 0698 | 0,487 | 18 | 0i805 | 0,48 | 26 | 0900 | 0810
T 0,038 0,004 17 0,516 0,266 27 0,451 0,203
8 0,558 0,811 18 0,296 | 0,088 28 0,318 0,101
9 0,653 0,426 19 0,149 0,022 29 0,798 0,637
10 0,573 0,328 20 0,815 0,664 30 0,41 0,012




De este modo,
SYQ‘ a0
(1= =30—% t8=30—9,455=20,545
= : Z‘t . ‘
de donde, por la férmula (3) obtenemos
1
} 1—1) d't:-iln- -20,545 = 0,685,
o
El valor exaclo de la integral es

1=(z-i;—]';=-§-aso.rpﬁv.

De suerte que el error absoluto vale | 0,667 — 0,885 | = 0,48 ¥ el error rele-
tivo § = (0,018/0,667) 4100% o~ 2,7%.

3
1149, Calcular la integral definida I= | (22 + % dz, hacién-

dose uso de la formula aproximada (5).

Resolucign. Tomamos de lg tabla do nimeros aleaterios 20 valorés a partir
del tercero. La tabla de céleulo tiene la forma

i ¢ a2ty =2 af f e =x2 4 =2
1 0,499 2,499 6,245 15,606 21,851
2 0,762 2,782 7,629 21,070 28,699
3 0,43 2,431 5,910 14,367 20,277
4 0,698 2,698 7.279 19,689 25,918
5 0,038 2,038 4,153 8,464 12,617
6 0,5 2,558 6,543 16,738 23,281
7. 0,653 2, 7,038 18,672 25,740
8 0,573 2,573 6,620 17,034 23,854
9 0,609 2,609 6,807 17,759 24,566
10 0,179 2,179 4,748 10,346 15,094
i1 0,974 2,974 8,645 26,305 35,150
12 0,011 2,011 4,044 8,133 12,177
13 0,008 2,008 4,402 ) 13,637
14 0,805 2,805 7,568 22,07 29,938
15 0,518 2,518 6,330 15.928 22,956
16 0,298 2,296 5,276 12,104 17,380
17 0,149 2,149 4,618 9,924 14,542
18 0,815 2,815 7,924 22,307 30,231
19 0,070 "070 4,285 2370 13,155
20 0,892 2,692 7,247 19,508 26,755

20
Utilizando la férmula (5) paraa =2, b= 3, ¥ = 20, ?] f (=) = 437,888
=1

encontramos
I =~ 437,BB8/20 = 21,804,



El wvalor exacto de la integral es

3
T ]
1= e o= (.‘;—4.%) |2=227"12~ ~ 22,583,
2
El error relativo resulta

8 = (22,583 — 21,894)/22,583 100% =~ 3,1%.
a3

1150. Calcular la integral definida I =§(x= + z%) dz, utilizando

la igualdad aproximada (9).
Resoluetén., Aqui a = 2, b= 3, & max (23 4 2% = 36, Hacemos z =

=24+ E, y= 36y, Tomamos de la tahxa de nimeros aleatorios 40 valores
{N = 20). La tabla de célculo tiene la forma

% & no w2ty fy—tem| = o | ¥y=elead
1| 0,857 | 0,457 2,857 16,452 | 8,162 | 23,319 | 31,481
2| 0,489 | 0,762 2,499 27,432 | 6,245 | 15,606 | 21,85
3| 0,481 | 0,608 2,431 A28 | 5,910 | 14,367 | 20,277
4| 0,038 | 0,588 2,088 | 20,088 | 4,153 ] 8, 12,617
5( 0,653 | 0,573 2,653 | 20,628 | 7,038 | 18,672 | 25,740
6] 0,609 | 0,179 2,609 6,444 | 6,807 | 17,759 | 24,566
7| 0,974 | 0,011 2,074 0,396 | 8,845 | 26,305 | 35,150
g{ 0,098 | 0,805 2,088 | 28,080 | 4,402 | 9,235 | 43,637
9| 0,516 | 0,208 2,516 10,656 | 6,330 | 15,926 | 22,256
10| 0,449 | 0,815 2,149 29,340 | 4,618 924 | 14,542
111 0,070 | 0,692 2,070 | 24,912 | 4,285 | 8,870 | 13,155
12| 0,696 | 0,208 2,698 7,308 | 7,268 | 45,505 | 26,863
13| 0,350 § 0,900 2,350 32,400 | 5,528 | 42,979 | 18,502
14| 0,451 | 0,318 2,451 11,448 | 6,007 | 4,723 | 20,730
15| 0,798 | 0,411 2,798 3,996 | 7,829 | 21,908 | 29,735
16| 0,933 | 0,199 2,933 7,166 | 8,802 | 25,230 | 33,
17| 0,183 | 0,421 2,188 15,156 | 4,765 | 10,402 | 15,167
18| 0,388 | 0,104 2,338 3,764 | 5,486 | 12,780 | 18,246
19 0,180 | 0,150 2,190 5,400 | 4,796 | 10,503 | 15,299
20| 0,449 | 0,320 2449 11,520 | 5,008 | 14,688 | 20,687

Como se ve de la tabla n = 3. Por consiguiente, por la férmula (9) encon~
tramos

I~ (36-13)/20 = 23,4, & = (23,4 — 22,583)/22,583-100% = 3,6%.

1151. Aplicando la férmula (15), hallar el valor aproximado de la
integral doble J = | | (¢+2y) dz dy. si la region D se define por

D

las desigualdades O0<C x<{1, 2/2<y< =z (fig. 82).

Resolucidn. Aqui a= 0, b = 1. Puesto que la regién D estd situada en el
cuadrado unidad, no se necesita pasar a nusvas \’ﬂl’ilrlgﬁ. Tomamos de la tabla
de mimeros aleatorios 20 valores seguidos. La tabla de cdlculo tiene la forma
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{ xy Vi yy=x/L V=1 2y, Flog v ==+ 2y
1] 0,857 0,457 0,428 0,857 0,914 1,771
21 0.489 0,762 0,249 0,489

3} 0,431 0,088 0,215 0,431

4| 0,088 0,558 0,019 0,038

5| 0,853 0,573 0,328 0,653 1,148 1,799
6| 0,608 0,179 0,304 0,609

71 0.974 0,011 0,487 0,074

8| 0,098 0,805 0,049 0,048

91 0,516 0,296 0,258 0,516 0,592 1,108
10| 0,149 0,815 0,074 0,149

Por la férmula (15) para N == 10 y n = 3 obtenemos
Toov (1,774 - 1,799 -+ 1,108)/40 = 4,578/10 ~ 0,458,

Determinamos el valor exacto de la integral:

: 1 =
f==jbj (2+2¢) de dy= tj. xjﬂ(z+2y) iy

1 1
i 1 [* 1 SR L L 8
—Ti (24-2y) Lﬂ dzu=T .E (822 —4z%) dz T T =1 =2 0,417,

Entonces 8§ = (0,458 — 0,417)/0,417 100% » 9,82%.

v y=8x
m
yax 1 - 2=t
y=3x
|
=3¢
Q ' % of %
Fig. 82 Fig. 83 Fig. 84

Aqui, al igual que en otros problemas, el niimero n = 3 es insuficiente
para que puedan manifestarse, en medida debida, regularidades estadisticas.
Sin embarge, para una origntacién aproximada se ha obtenido ol resultado satis-
factorio,

1152. Calcular, haciéndo uso de la férmula (16), la integral doble

jj Vz +ydxdy, donde la regién D esti acotada por las lineas
sp\:ﬁ, z =4, y = 3z, y = 8z (fig. 83).
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Rma!uttdni Esc;ixbiendo la integral doble dada en forma de la reiterada,

temmos!—S dr j]f::+ydy. Aguia=0,b=4, @ {z) = 3z, qu (z) =

o
2 V& F y = 8, efectuemos la sustitucién de las variables con ayuda

[r=ot=1] .
de Ias?érmulax z=4E, y = 32n, z = 6F. Las rectas y = 3z o y = Bz se trans-
forman en las rectas n = (3/8) &, n = &, respectivamente (fig. 84). Tomemos

de la tabla de niimeros aleatorios 60 valores (¥ = 20). La tabla de célcule
tiene la forma

&
= 8z; luego lpl(;);rﬂ, gy (z) = 32, por eso e=0, d=32. Como

S
P
= & e & & &
- B g &4 ] Es
i I i ] I + ]
.| W =3 = W N o & & 3 W

0,857) 0,457 | 0,400 | 3,428 14.624 | 2,094 | 10,284 | 27,424 | 18,052 | 4,249
0,762| 0,431| 0,608 | 3,045 | 13,792 (4,188| 9,144 (24,384 18,840 4,104

0,933 0,109 | 0,183 3,732| 6,368 11,196 | 26,076
0,421{ 0,338| 0,104| 1,684| 10,816|0,624| 5,052|13,47212,500| 3,536

13 1 0,190 0,150| 0,449 0,760 4,800f2,694| 2,280( 6,080 5,560(2,358

1

2

3| 0,038/ 0,558| 0.853) 0,152} 17,856 0,456 1,216
4(0,573] 0,609 0,179| 2,292} 19,488 8,876 | 18,336
5|0,974] 0,011 0,008| 3,8081 0,352 11,688 | 81,168
6| 0,805/ 0,5616| 0,296 3,220 18,512 1,776 9.660|25,760| 19,732 | 4,441
7 | 0,148| 0,815| 0,070| 0,596| 26,080 1,788| 4,788
8]0,692| 0,688| 0,208 2,768 | 22,272 8,304 (22,144
90,3500 0,800 0,451 1,400] 28,800 4,200 11,200
:(1! 0,818) 0,708 | 0,411 1,272 25,536 8,816 10,176
12

14 | 0,320| 0,165| 0,617 1,280| 5,280|3,702| 3,84010,240| 6,6502,561
15| 0,368| 0,069 0,248 | 1,476/ 2,208 4,428| 11,808

16 { 0,860 | 0,652| 0,367 | 3,840 | 20,864 2,202 | 11,520 30,720 | 24,704 | 4,970
17 | 0,168 0,261 | 0,189 0,672| 8,352 2,016 5,376

181 0,703) 0,142 | 0,486 | 2,812| 4,544 8, 22,490

19 | 0,233( 0,424 ] 0,291 0,932| 13,568 2,796 7,

20 | 0,473 0,645| 0,514 | 1,892} 20,640 B76|15.138

Como se deduce de la tabla de cileulo, » = 4. De este modo, por la férmuta (16)
determinamos

Jou =0 E2—0)-6:4 {;;%_0"‘5".:153, 6.

El valor exacto de la integral es

4
2
1= | ey
[}
y el error relativo es
6 = (162,1 — 153,8)/162,1 -100% = 5,2%.

B 76 4 2
Ed dx_Ts-—z‘f‘ u::iszﬁ = 162,1.



1453. La integral doble 7 = Hy'z'-;-—y F1 dzdy, donde D

es el rectingulo 0<C <4, 1< y< 7, calcularla por tres procedi-
mientes: 1) por la formula (20) § 4; 2) por la formula (28) § 4; 3) por
la férmula (16), tomando de la tabla de miimeros aleatorios 60 valo-
res. En cada caso estimar el error relativo.

1154. La integral doble / = S j f’%"dxdy, donde la regién D

D
se_define mediante las designaldades 02<Ca<C1, 0<{y<a,
calcularla por dos procedimientos: 1) por la férmula (30) § 4; 2) por
la formula (16), tomando de la tabla de niimeros aleatorios 90 valo-
res. Estimar el ercor relativo.
1155. Hallar el valor aproximade de la integral triple J =

= [H ( + y + 22) dz dy dz, haciéndo uso de la formula (19)
Do

para k = 3, si Ja region D se define por las designaldades 1 < 2<< 3,
I<<y<z z+ysa<+ 2.
HResolueidn. La formula (19) para la integral triple tiene la forma
J o =) (i—) h—g)-M-n
v :

Aqui a=1,b=3,c=0,d=3, g=1, h=9, M= max (z+4p-+
1sx<d
(e
19
< 2z) = 24. Realizamos la susiitucién de las variables con ayuda de ias f6r-
mulas z= 1,4 2E y=23n, :=1 + 8., u = 240. Tomamos de la tabla
de nimeros aleatorios 80 valores (N = 23}
Primeramente hallamos los valeres de w; (1 < i < 20) para los cuales
se cumple la condicifn y; < y; < §;; el nimero de tales valores es igual a 11,
Luego, entre 11 valores respectivos de z; encontramos tales para los cuales
% < 3y < 4 estos valores son tres. Finalmente, entre tres valores correspon-
dientes de u; buscamos aquellos que satisfagan la designaldad u; << U el
nimero de tales valores es n = 1. De este modo,
I o2 (48 .24)/20 = 1152/20 = 57,6.

Determinemos el valor exacto de la integral:
2 z =42y 3 E
1 z+2y
1=fe oy | ervrena= o | ervren[l o=
1 (1] x4y [ ]

o

= [ | 1@t —@z+ ap a0

1

St

3
%i [ o450 — 1@ e [T

3
_ 1 rrae (Bx)® (dz)2 (33 .
| [ S)e-



&
5 +
& [& &
+ + o+
| &} & | 7 W
nlon |k ] o
=l w | &l &l & E Eyl B Tl R T I 5
1(0,185/0,617 1,656/0
2|0,248|0,960 830i6,216| 8,08 §0
3{0,168(0,261[0 139 ,512|16,872] 0 2,902(5,024(7,143
410, 142/0,486/0,23310, 10,478 0
5(0,291/0,473/0, 845{0, 514 12,388 0 4,420
610,849:0,0040 ,670 6,14410 3013 022
710,34750,151/0,91210, 191 4,584/ 0 2, 800
8|0, 259;0,096/0,019/0,854 20,406{0 2,004/2,304(4, 110
910,193l0,732/0,253/0,352 241 8,448 0
10|0,729(0,1 211210 3,070/5,552(8,316
11 10,2050 ,562{0, 15,5280
1210,568|0,020/0, 15,576) ¢ 2,256
1310, 179}0,89610,45310, 546 ; 13,104] 0
14 (0,919(0,691]0,155(0,181|2,838|2.073|2, 240 4,344| 0 6,984
150,27310,878]0, 690 - 11,856 0
16 {0,339(0,9810(0, 789 7.312/121,792| 0
17 10,2630 ,131 10,51210 12,312
180, 161}0,485/0,535|0,000{1,322|1, 3 2,160|0
19(0,14210,32410,969]0,094]1 , 284 : 2,184/ 0 3, 10
20 |0,463(0,251|0,596/0,784(1,926|0,752|5,765| 18, 816! 0 3.-1’13‘2]

_ 4485 189y =
~siE—9) T
8= (57,8 —56,667)/56,667- 100% = 1,6%.

. -
|I =56 3 = 56.667:

La tabla de célcule tiene la forma:

1. Método de Euler. La ecuacitn diferencial y° = f (z, y) define sobre el
plano el asf llamado campo de direcciones, o sea, en cada punto del ]fimw en que
existe la funcién / (z, y)} determina la direccion de la curva integral de la scua-
cifn gue pass por este puanto. Sugﬂn&amﬂs que se exige resolver el problema
de Cauchy, o sea, hallar la solucion de la ecuacién y* = f (=, y) que satisface
la condicién inicial y (zg) = yy. Dividimos el segmento [z,, X] en n partes
iguales ¥ hacemos (X — z,)/n = h (% es el paso de variacién del argumento).
Siupongamns que dentro depl intervalo elemental de z, a =y 4 A, la funcién ¥’
conserva el valor constante de f({z,, yo). Entonces, y — yo = &+f (x4 1),



donde y, es el valor de la funcién buscada, correspondiente al valor de z, =
= zy 4 B. De aqui obtenemos y, = y, 4 h-f (zo, wo). Repitiendo esta opera-
cién, hallamos los valores sucesivos rlua la funcidn:

Vs = 41 Bef (3, by e = 0a + Bef (2o, dahy o U S E RS Gz i)
De este modo, se puede trazar aproximadamente la eurva integral en la forma
de una quebrada con vértices My (zx; yy), donde zpyy = zp + Azy, Unyy =
yy =+ B+f (zy, yp). Este método se llama métedo de qusgmdm de B‘urer 0 sim-
plemente método de Euler.

1156. Utilizando el método de Euler, hallar los valores de la
funcién y, definida por la ecuacién diferencial y' = y—_i ,para la
condicion inicial y (0{ =1; el paso es 2 = 0,1. Determinar sélo
log primeros cuatro valores de y.

Regolucién. Hallamos los valores sucesivos del argumento: zq = 0, 7, =
=04, 7, = 0,2, z, = 0,8. Calculamos los valores correspondientes de la
I\mcién gus:adu:

V= o+ Bef 2oy 4o = 1+ 0,101 — 01 + 0) = 1,1

Va= i+ hof(zm, m) =14 + 0,1 -{(1,4 — 0,4)/{4,1 + 0,4) = 1,183;

¥s = ¥z + B (za, yg) = 1,183 + 0,1 +(1,183 — 0,2)/(1,183 4 0,2) = 1,254;
Vo = Vg + hof (x5 wy) = 1,254 + 0,4 (1,254 — 0,3)/(1,254 + 0,3) = 1,315.

Asi, pues, obtenemos la tabla:

¥ 0 0,1 ‘ 0,2 0,8 0.4

¥ 1 1,1 l 1,18 1,25 1,3

1157. Hallar, con ayuda del método de Euler, cuatro valores de
la funcién y definida por la ecuacién ¥’ = z -+ ¥, para la condicién
inicial y (0) = 1, tomando h = 0.1.

Resolucién. Los valores del argumento son x4 = 0, z, = 0,4, =z, = 0,2,
23 = 0,3. Determinamos los valores correspondientes de y:
¥y = yo + Bef (zo, wo) =1+ 0,1-(0 +- 1) = 1,4;
o=y + Bef iz, p) =11 + 0101 + 1,1) = 1,22;
¥g = ys + Bef {5y, pa) = 1,22 + 0,1-(0,2 4 1,22) = 1,36;
yo= Uy + Bf (23, yy) = 1,36 4 04-(0,7 + 1,36) = 1,52.

Obtenemos la tabla:

T 0 0,1 0,2 0.3 0,4
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1158. Hallar, por el método de Euler, tres valores de la fun-
cién y, definida por la ecuacién y' =1 + z+ %, para la condicibn
inicial y (0) = 1, haciendo h = 0.,1.

1159. Hallar, cor ayuda del método de Euler, cuatro valores de
la funcién y, definida por la ecuacién y' = 2® + p*® para la condicién
inicial y (0) = 0, tomando A = 0,1.

1160. Hallar por método de Euler, la solucién numérica de la
ecuacién y" = y* + -ﬁ— para la condicién inieigl y (2) = 4, haciendo

h = 0,1 (cuatro valores).

1161. Hallar, con ayuda del métode de Euler, la solucién numé-
rica de la ecuacién y =f%_(%@ sobre el segmento [0, 1],
para la condicién inicial y (0) = 1, adoptando & = 0,2.

1162. Hallar por el método de Euler la solucién numérica
del sistema de ecuaciones ‘:= ”—Tf, % = -’-‘%—‘—! , para las condi-
ciones inicialesz (1) =1, y (1) =1, 1< < 2, haciendo k = 0,2.

2. Método de R -Kutta. Sea que la funcidn y estd definida por la ecua-
cién diferencial ' = f (=, ¥) para la condicion inicial y (ry) = yy. Efectusndo
la integracién numérica de tal ecuacién por el método de Runge-Kutta se deter-
minan cuatro niimeros:

=hef (a0 ka=h (o4, kALY,
ky=hef (249, y+) s kemAof (b, yobky).

iSi se hace y(z+ k) =y () + Ay, s0 puede demostrar que Ay =
= (ky 4+ 2ky 4+ 2kg =+ k). El esquema de cdlculos tiene la forma

z " ky=h-f(x, 1) Adleion
1
% o ky Aya= (ke +2k+ 2k ko)
1. 1
*o‘f‘?f' yn'!““-z k Fa
1 1
T+ h bot-5 ks kg
To+h Yotky ky
=zt kh | u=po+Fk

399



1163. Componer la tabla de valores de la funci6n y, definida por
la ecuacién ¥' =y g , para la condicién inicial ¥ (0) = 1 en el
intervalo [0, 11; el paso es & = 0,2 (la solucién exacta es y =

=VZ& 1)
Resoluctén. Hallamos log nimeros:
ky=h-f (%, ¥ =0, 2-(1-—@):0‘2:
P (:4«%, y+—k2‘—)=0.2-f(0. 1; 1,1)=

=02 (1 1_2) 0,1836;

ky=h- (=+ 3oy ) =0.2:£ 0 1: 1,008 =0,1817;
ky=hef(z4h y+k)=0,2:7(0,2; 1,1817) =0,1686.
Da aqui,

8y =& (0,2++0,3672+-0.36344-0,1686) =0, 1832,

De suerte que gy, = { + 0,1832 = 1, {832 gara z= 0,2, De un modo ani-
logo determinamos y,, etc. E da [ por el esquema si=

guiente:
i ® v i, 1 Rp=het (x, 1) ay
! 5 i 0,0918 02535
2 = | 1.1 § |
3 0.1 1,0918 010908 0,187 } 0,1832
4 0,2 1,1817 0,0843 0,1686 }
1 0,2 1,1832 0,8451 0,1890
2 0.3 1,2677 0.7844 0.1589 4.k
a 0,3 1,2626 0,7874 0,1875 M
4 0.4 1,3407 0.7440 0,1488
i 0.4 14,3418 00,7453 0,149
2
3
i
t

Notemos que las cinco cifras de los nimeros y, = 1,1832 8 y, = 1,3416 coinciden
eon la solucitn exacta y = 1/ Zx 4 (.
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1164. Valiéndose del método de Runge-Kutta, integrar la ecua-
cién z%' — zy = 1 para la condicién inicial y (f) = 0 en el inter-
valo [1, 2); el paso es k = 0,2 [la solucién exacta es y = (z? —
1)/(22)].

Resolucifn., Aqui f(z. y]=%+%. Hallamos los nimeros:
ki=bef 2, =02 (415 ) =02

k=het (=45, y+"—1'}=0.2- (%"F'Tt{i' )=0.t8;

1
1,42

k.mﬁ-f(x+%.y+—kz!~)=0,2. (%%’L_}.
Eys=hef (x4 by y+k,l=o.2-(%.12s—+T’2§-)=o,n.

Por consiguiente,

) =0,18;

By =g Ok - 2k + 2ky ) = 0,18, o sea,
¥ ="Ya+ Ay =0-+0,18=0,18,

Del modo andlogo encontramos

; g
by =hf (z, 4)=0.2 (-%’3_+ T ) =047

it (kv i) =0z (S 4k ) o

k=bf (245, v+22) =02 (§F+ 15 ) =05,

ko=heflzth, ythpy=02 (%%3-4-1-14,—) =014,
Por lo tanto,
55’1=%(h 4 2kg+ 2k + k)= 0,15, 0 ses, yy=y + A=
=0,1840,15=0,33, etc.

1165. Haciendo uso del métode de Runge-Kutta, integrar la
ecuacién 4y’ = y® 4 42%, y (0) = 1 en el intervalo {0, 1] con el paso
h = 0,1. Realizar los cdlculos con tres cifras exactas.

1166. Utilizando el método de Runge-Kutta, integrar la ecuacién
y' = zly + 0,5y, y (0) =1, en el intervalo [0, 1] con el paso
h = 0,1. Realizar los célculos con tres cifras exactas.

3. Mélodo de Adams. Supongamos gue fe exige integrar la ecuacién
¥ = f(z, 1), ¥ (xs) = gy Uno de loa métodos de diferencins para la solucién
aproximada de este problema es el de Adams. Prefijando cierto paso de variacién
del argumento k, se determinan por un procedimiento cualquiera, partiendo de
ln? ?atne iniciales ¥ (re) = o, los tres valores siguientes de la funcién buscada
' E4H

m=yld=ylzo+ 8, wm=ylzn+2h), yp=yl+3H

2%- 401
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{eatos tres valores pueden oblenerse valiéndese de un método cualquiera que
asegure la exactitud deseada: con ayuda del desarrollo de la solucibn en serie
de potencins, por el métedo de Runge-Kutta, etc., pero no por el método de
Euler, debido a su exactitud insuficiente), Con aynEa de los niimeros zy, z;,
Ty, Ty € Vo, Yy Yao ¥y 90 determinan las magnitudes

go= heyg = Bef (zg, yohy @1 = h+f (z;y, 1)y

gy = Bef (24, ¥y gs = of (25, ¥9)-
Luego se hace la tabla de diferencias finitas de las magnitudes y ¥ ¢:

z ¥ Ay 7 Ag A% Adg
Ty i Ty

Alg Atqy
1 n g1 Ag,

Ay Ay Algy
%y i L1 Alqy

Aya Age
Iy ¥s Is

Conociendo los néimeros en la fila inferior oblicua, con ayuda de la fér-
mula de Adams se determina

1 5
Ays=gs+5 M+ 5 A% +% Asgq

v luego se halla también la maegnitud ¥, = iy, 4 Ayg. Conoociondo ahora y,,
8o caloula g = A +f (z4, v,), después de lo cual se puede eseribir la fila oblicua

siguiente:
Agy = g — qu, A%y = Agy — Aga, Mgy = A%y — Ay,

L::1 nueva fila oblicua permite calcular, con ayuda de la férmula de Adams, el
valor

1 a 3
Ap=at 5 M+ 5 Mgt Mo
¥, por congiguiente, ys = vy -+ Ay ele.
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1167. Aplicando el método de Adams, hallar el valor de y (0,4)
con precision de hasta 0,04, para la ecuacién diferencial ' = 22 4
+ 5% v (0) =—1.

Regolucién. Determinaraos los primeros cuatro términoca del desarrollo
de laﬂsoluc.iﬁn de la ecuacién dada en serie de Taylor en el entorno del punto
=0

piz) =y (0) 4y’ tﬂ:-:-i—% ¥ (0)-224 %y"(ﬂ]-x’-}-
Segan los datos, y (0) = —1; los valores de ¢* {0), ¥* (0) e g™ (0) Jos encontramos
derivando sucesivamente la ecuaciin dada:
yo=al4 oy (0) =04 (—1)3i=1,
¥ =2z 4 2p0's pT(0) = 0 4 2-(—1)d = —2,
prom= 2 200 2%y Y (0) = 2 4 2(—1)2 4 24(—1) (—2) = 8.
De este modo,

yiz)m—1 -i—:——:*-f-% ol P

Caleulamos y (z} en los puntos z; = 0,4, z, = 0,2, =z, = 0,3, con una
cifra dscimal do reserva (tercera): y, = —0,808; g, = 0,829, y; = 0,754,
Componemos la tabla

z ¥ Ay q Ag A%y A%

0 —1 0,1

0.1 . 0,00 i —0,017 .
0,9 ,083 0,006

0,2 0,080 -0,011 —0,002
—0,829 0,072 0,004

0,3 0,075 —0.007
~0,754 0,065

0.4

Entonces,

1 5
Avs= g5+ 3 A2+ A+ Atgy=

= 0,065 4 5 (—0.007) 450,004 + 3..(—0.002) =0,062.
Por consigniente, y, = y; + Ays = —0,754 + 0,062 = —0,692 = —0,60.

1168. Haciendo uso del método de Adams, hallar el valor de
v (0.5), para la ecuacion diferencial y' = z + y, y (0) = 1; paso h =
= 0,1. Realizar los célculos con precisién de hasta 0,001, dejar en
ol resultado dos cifras decimales.

1169. Empleando el método de Adams, hallar el valor de y (0,4)
para la ecuacién diferencial y' = 2® + y%, y (0) = 0; ol paso k =
= 0,1. Realizar los cilculos con ¢l mismo nimero de cifras que en
el ejercicio precedente.
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§ 7. Método de Picard de aproximaciones sucesivas

Uno de los métodos analiticos de resolucién aproximada de i dife-
renciales es el de Pieard, de aprozimaclones sucestvas. Aplicado a la ecuacién
diferencial de primer orden

v o= flz oy 1)
con la condicidn inigial ¥ (zg) = yo, este método consiste en construir la solu-

cién buscada (z) m raz< In di bos miembros
de la ecuaelbyn (l? dentm tfe;?o;’limyfu ﬁe zfol z, of uﬁﬁﬁ&&m "

nﬂ~nm=jﬂnwa

o
o bien,
x
v@=ut | 10 e @)
Sa supons que en cierto antorno del pl.mto [E ] la ecuacién (1) satisface
ictonea del ¢ de ¥ do uateidad de Canchy),
o sea, f (z, y) es una funcifn continua de sus argumenl.oa ¥ l—l = K.

Para determinar las aproxi sucesivas, sustitui en la igualdad
(2% la funeién incognita y por el valor dado yo; obtenemos lu primera aproxima-
citn

x

su=yo+j f(t: wo)dt.

s

Luego, sustituyendo en vez de la funeién i ita .? la funcién hallada
¥, en la igualdad (2), obtenemos la segunda aproximacidn

E

R S 102, yat.

*n

Todas las aproximaciones ulteriores se construyen por la férmula
x
sn=w+ [ 106 pnnae (=t 200,
=0
De este modo,
=
ylz)= yn{x)=y0+5 ft, yn-r}dt.
=l
Se puede demostrar que lim 1, (z) = y (2).

n
El error se aprecia por la deé?gua‘ldad

M (Ke)n
Ly (e —yn (1) | SR
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donde | (z, ¥ M, |z—mpl<ao,|y—y)<b< o =
am.in(a,wj‘f)”s ¥ Tz 0 R Vel = og, c
Las aproximaciones de Picard dan una sucesién de las funciones inferiores,
o gea,
Vo< <ys<...<y,<yl(2)
sl -§£—>0 ¥ [z p)>0; v si —%-::-ﬂ ¥ fiz, #o) <0, ellas dan una suce-
sion de las funciones superiores, o sea,

Vo= >Va>...> >y (2.

De este modo, cuando % = 0 las aproximasiones de Picard, forman una suce-

#én unilateral de aprozimaclones, y d. g‘i < 0, una sucesién bilateral.

1170. Hallar la solucién aproximada de la ecuacién y' = z -+ p*
que satisface la condicién inicial y (0) = 1.

Resoluctén. En calidad de aproximacién fnicial tomamos yy = y (0) = 1,
Entonces la primera aproximacién

Ed
y1(1)=1+j (t-lri}dt=l+.t+-—é-x’.
0
Andl te, obt la segunda aproximacién

" (:)=1+§ [e+ (14t +45 zs)”]m,
(1]

=l4z4 g«:’-#-g- Ee v-{--} S‘+%s“,

1171. ;Con ayuda de qué sucesi6n de aproximaciones de Picard
se expresa la solucidén de la ecuacién ¥’ = z + y, que satisface la
condicién inicial y (0) = 0 para z>=>0?

Resolucién. En calidad de aproxi ién inicial t o=y (0) = 0,
Entonces:

x = 7
B=vt 5 (typde = j .
o b

x
y,-—j (t—}——%—t’) dt = —%—:’-}*%z':-;—:—p%,
o

F 3
12 12 F z3 xi
Ya= ﬁ‘ (t +ﬁ-+-5] d=gr+ 5+

=
2 . L
yn (z)= j (14 gt hear ) de=
]

ZA+l

- 8 o
S s i (i e o ¢



Aqui, flz, po) =z 4+ pe=20 ¥ -gj = 1 = 0. Por consiguiente, las apro-
i de Picard fi una ion de las funci inferiores.
En este caso la expresién analitica real de y (z) tiene la forma

) xd Thtl
yiz)= “111:1 yniz)= ﬂl_i_lg (W+T+"'+m ]=

2 2 P S N+l
= lim (- + JrH5p )~

=00
o bien

y(z)=ef—z—1,

1172. Hallar tressoluciones aproximadas sucesivas de la ecuacién
¥ = z* 4+ y* que satisfagan la condicién inicial y (0) = 0, to-
mando en calidad de aproximacién inicial y = 0.

1173. Hallar la solucién aproximada de la ecuaciénm y' -+ y.
ch z = 0 que satisfaga la condicién inicial y (0) = 1.

1174. Hallar la solucién aproximada y determinar el cardcter
de las aproximaciones de Picard de la ecuacién y' = z — ¥; la condi-
cién inicial es y (0) =1, z== 0.

1175. Hallar la solucién aproximada y determinar el cardcter
de las aproximaciones de Picard de la ecuacién y' = y-cos z; la
condicién inicial es y (0) = 1; —2 < x << 2.

1176. Hallar la solucién aproximada de la ecuacién y' = 2xy
cos (%), que satisface la condicién inicial y (0) =1, 0 <<z <1,
0 << y =< 2. Determinar el cardcter de las aproximaciones de Picard.

§ 8. Procedimientos elementales de elaboracién
de los datos experimentales

1. Procedimiento gréfico. S que los datos de una prueba estdn
representados en una tabla. Por los puntos determinados por esta tabla o por
los que estfin proximos a ellos, trazamos un grifico y por el aspecto del mismo
seleccionamog el de la férmula empfirica. El caso més simple se considera aquel,
m el cual los datos de la pruaba llevan a los puntos que se sitfian, aproxima-

ente, sobre la recta y = a, -4 ;2 0 zobre las rectas cuyas ecuaciones § =
= A1* ¥ § = A¢* se transforman por la sustitucion de las variables, obtenidndoss
la funcidn lineal. Resolviendo este Lﬂroblama por el procedimiento fico,
marcamos los puntos sobre el cuadriculado (con escala uniforme o 1 tmica)
y trazamos la recta a&roximadameute por estos puntos de modo que ésta se
sitGe lo mds cerca posible a cada uno de los puntos dos y lua%o f
dos puntos arbitrarios sobre esta recta ](dislam.es lo més lejos posible uno del
otro} ¥ sustit au8 coor 2 ibn y = aq + a;z. De dos ecua-
ciones obtenidas de este modo hallamoa ay ¥ a,.

1177. La distribucién estacionaria de la temperatura en una
varilla fina termoaislada se describe por la funcién lineal u = e, +
+ a,z. Determinar las constantes a, y 4, si se da la tabla de tempera-
turas medidas en los puntos correspondientes de la varilla:
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z 0 2 8 8 10 14 16 20

u 32 29,2 23,3 29,9 17,2 11,3 7,8 2

Hesolucién, Construyendo los puntos correspondientes a la tabla dada,
vemos que la recta pasa por los puntos (0; 32) v (20; 2). Sustituyendo sus coor-
denadas en la ecuacién u = a, +- ey, tenemos

ay+0-a; =32, ey
{alamon w=2

ag=—1,5.

De aquf, obtenemos la relacién buscada n = 32 — 1 5z,
Hasta qué punto respondse esta férmula a los datos de tnhha, 80 puede juzgar
or la magnitud de la suma de desviaciones & y la suma de los cuadrados de
Hasviaciom 62 do los valores de la funcién determinados por la férmula en com-

paracién con los valores de table. En el ejemplo dado 6 = —1,5z 4 32 — u.
Por consiguiente,
Gy = —1,5:04 32 — 32 = 0; By = —1,5+2 4 32 — 20,2 = —0,2;

Gy= —1,56 4+ 32 - 233 = —0,3 §,=—15-8+ 32— 19,9 =01
8= —1540432 — 172 = —0.2; 8, =1,544 432 — 14,3 = —0,3;
by = ~1,546 4 32 — 7,8 = 0,2; 8= —1,5.20 + 32 — 2 = 0;

g 8
8 =—07; 3 8 =03t
i=1 t=14

1178. Los datos de tabla responden a la formula § = A=, Hallar

t 1 2 I 3 4 5 6 T

hy 2,81 2,58 I 20T 2,93 3.06 3,16 3,26

los valores de 4 y o.

Resolucidn. Determinando por logaritmos la igualdad & = A+*, obtenemos
log § = log 4 - a-log t; haciendolog S = y, logt =z, log A = a4, @ = @y,
tenemos y = a, 3; ayz. De grifico de la ecuacién lineal obtenida sirve una recta,
los pardmetros su ecuacién los hallamos tomando dos puntos sobre ests
recta, por ejemplo (log 1; log 2,31) ¥ (log 7; log 3,26). Sustituyende las coor-
denadas de estos puntos en la ecuacién y = log A + az, obtenemaos

log23i=log A+ a-logl
log 3,26 =log A+o-log 7,

log A=0,384,

o bien { Log A --0,8452 = 0,513,

De aquf, log 4 = 0,364, A = 2,312; a = 0,149/0,845 = 0,476, por consi-
guiente, § = 2,312:0.176_
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1179. Los datos de tabla responden a la férmula ¥ = a, + a;z.
Hallar a, y ay.

x 19,1 25,0 30,1 36.0 40,0 45,1 50,0

¥ 76,30 77,80 79,75 80,80 82,35 83,90 85,10

1180. Los datos de tabla responden a la férmula § = Ae=t.
Hallar 4 v «.

1 1 2 3 4 a 6 l 1 8

8 15,3 20,5 27,4 36,8 49,1 65,8 ! 87.8 117,86

2, Procedimiento de medlas, El procedimiento de medias se basa en la admi-
sibn de que de linea més conveniente sirve aquella, para la cusl la suma alge-
braica de las desviaciones es igual a cero. Para encontrar por este procedimiento
las constantes desconocidas en la f6rmula empfrica, primer sustitui
en esta férmula todos los pares de los valores observados ¢ medidos de = '3
¥ oblenemos tantas desviaciones cuantos pares de valores z; y) sa tienen en la
tabla (las desviaciones son las distancias verticales desde los puntos dados
al gréfico de la funcién). Luego distribuimos estas desviaciones por grupos, for-
mando tantos grupos como parimetros desconocidos de la férmula empirica es
necesario determinar. Por iltimo, jgualando a cero la suma de desviaciones en
cada grupo, oht el gist de ecuaci lineales con respecto a los paré-
metros,

1181. Hallar por procedimiento de medias la férmulas § = A=
correspondients a la tabla

t 273 288 288 283 33 333 353 373

s 29,4 33,3 35,2 37,2 | 45,8 | 55,2 | 65,6 | 77,3

Hesolucidn, Aqui las desviaciones tienen la forma § = A#* — §. Susti-
tuyendo los valores de ¢ y S tomados de la tabla iguslando a cerc las desvia-
ciones, obtenemos el sistema de i pecto & [os pardmetros A ¥ e
cuya golucidn es dificultosa. Sin Terﬂu mucho en la exactitud se puede igualar
a e?m_l‘gsuma de desviaciones del logaritmo de §, 0 sea, 8’ == log 4 + a log t —
— o]g :

las deaviaci se expresan por las férmulas:

8) = log A + 2,43622 — 1,4883, &} = log A + 24955 — 1,6609,
8 = log 4 + 2,4518a — 1,5224, 6, = log A + 2,5224e — 1,7410,
63 = log A + 2,46%a — 1,5465, 6; = log A + 2,5478c — 1,8169,
8; = log A + 2,4669a — 14,5705, 6; = log A4 -+ 2,5717e — 1,8882.
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Igualando a cero las desviaciones en estos dos grupos, obtenemos el gistema
de ecuaciones para determinar los pardmetros A ¥ a:
{ 4log 4 4 9,8143a = 6,1077,
4 log 4 4+ 10,1374 = 7,1079,

La solucién de este sist es o = 3,096, log 4 = 7,0345; de aquf, 4 =
= 8,5-10-7, Por lo tanto, § = B8,8+10-7 5,060,
1182, Se da la tabla. Flallar los parimetros a,, @y, @y, de la 6r-

z 87,5 84,0 7,8 83,7 48,7 36,9

¥ 292 253 270 235 197 181

mula y = a, + a;& + a,z*, correspondiente a esta tabla.
1183. Se da la tabla que responde a la férmula S = At*. Ha-
llar 4 ¥ a.

t 53,92 | 26,36 14,00 6,99 4,28 2,75 1,85

§ 6,86 14,70 28,83 60,40 101,9 163,3 250,3

3. Seleccld Yos par&metros por el procedimient Tead -
1). En la préctica se necesita con frecuencia resolver un Prohlema asi, Sean
conogidos para dos variables z e y, relacionadas funei mente, n pares de
valores correspondientes (zi; vi), (%ei ¥ods + « o (Znd s,,). Seo exige en la fér-
muls dada de Antemano y = f (z, @1, Gg, + - - Um) determinar m parimetros
@4y Gy - -+ &m (m << n) de modo que en esta férmula sse coloquens del modo
mejor n pures conocidos de valores de r e y.

Se considera (partiendo de los principios de la teoria de las probabilidades)

que los mejorea son agquellos valores ¢, @y, . . ., Oy GUE minimizan la suma
h=n
E If (Fny 010 S2n w0 oy 2m) —unl,
h=1
(o0 sea, la suma de los cuadrados de desviaci de los val de y caloulad
Er 1a f6rmula, con respecto a los valores dados); por eso, este procedimiento
recibido el nombre de métods de los cuadrades minimos.
Esta condicifn determina un sistema de m i que permiten calcu-
lar @y, @g, « -« @m?
hk=n .
S enr i, s eeer amd—yp) ARSI e %m) g (1)
h=t y

(=1, 2, ..., mh

En Ja prictica la férmula dada y = f (2, @y G -« o om) 80 necesita
a veces transformarla (en perjuicio de la rigurcsidad de Ia soluci6 obtenida}
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ne un mudo tal quo el sistema (1) se resuslva més sencillamente (véase a conti-
la de los pardmelros en las fﬁmulas y=Ae&x g y= Adm).
f‘a.ms particulares, a) y = 2™ 4 g™t op 4o, (m+ 1 parime-
tros a B n = m 4 1),
EI s:stems (1} aduptn la forma siguiente:

he=n
KE "“I'E-‘ '1+...+wam=2 Par

k h=n k=

ay 21 xﬂ"‘l-f—n,g :f‘-l-.. v ame E Tpy = E BT
Fm -l

hen =n  d=n @
[ E Ert 8 5‘ ‘Vx”l‘l"‘»-‘f'ﬂm Z. z} == E ‘li"k-

=1 femem i
.;_;‘.....h-.n........-k;;l.. & BT

ag: 3 H™ ey 2 At A Y 3= ‘2 -
= =y

Esla sistema de m 4- 1 ecuaciones con m + | incégnitas tiene siempre solu-
¢ién unica, ya que su determinante es distinto de cero.

Para determinar los coeficientes del sistama (2) es cémodo construir una
tabla auxiliar de la siguiente forma

wo| oo | o=k /S I L by EHT Thup
L s T T S I S R I S 1 24 =y || =W
2] % 7§ 2z || = w Zalls EA oo 2y

n| Zn =h || 2| wn Tn¥n R ceo| TR

b}

En la dltima fila se escriben las sumas de Jos elementos de cada columna que
son. pr 08 del si (2). El si (2) se resuelve gene-
ralments por el método de Gauss
y o= Aew,
ara simplificar ol sistema (1) esta férmula que relaciona = e y, se deter-
mina previamente por logaritmos y se reemplaza por la férmula

log y = log A + c+log e-=.

En este caso el sistema (1) adquiere ]a forma ‘, i
k=n
& 103"-2‘ ry+n-logd= 'S‘ log yg.
K=t
ha=n 5 F=n {3)
c-loge- 2 2} +log 4. 2 nzg zy-log vy,
E=1
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La tabla auxiliar tiepe la forma

k *p =} log vy xy-log vy
1 Zy = log y, zi-log i
2 % =3 log yq zy-log iy
n e oh log yn zp-log yn
% |
Del sistema (3) se determinan ¢ y log 4.
c) y = A9,
A esta [6rmula también se le aplican previ logari .Y 58 pl

por la siguiente
logy=1log A + g-log =.

Ahora el sistema (i) adquiere la forma
] hsamy
- 3) logzx+-n-logd= 3 logun,
==} =1} 4
h=n k=2 h=n @)
g- ) logtayf-log 4. ) logzp= 3] logzy-logyp.
Pyl A=y K=t

En correspondencia, se cambia también la tsbla auxiliar.

2) B t te se n it ituir del modo me cierta funcién
dada y = f (z) sobre el segmento [, b] por el polinomio de m-fsimo grado:
¥ = apE™ 4 aggmel - L ai,,, En este caso la aplicacién del método de
los cuadrados minimos lleva a la determinacién de loa coeficientes aq, ay, . . .
¢+ @, & partic de la condicién del misimo de la integral

b )
s [ (=) —t (a']]’d==5 lagz™ e @™t 4. ..+ am—] (z))% dz.

a

Las condiciones necesarias del minimo de esta integral llevan a un sistema
da m + 1 ecuaciones con m + 1 incégnitas a,, a;, 4y, . . ., @y, a partir del
cual s¢ determinan todos estos coeficientes:

-

b
S lagx™ - a@™=t ... b am—] (z)]-a™ de =0,

]
j [ag2™ + 3,21 4, . @ —] (2)]- y™=1 dz =0, >
a

laga™+ @yt 4. . + o —f (z)]-dz =0.
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1184. Por el método de los cuadrados mfnimos, escoger para los
valores dados de z e y la funcién cuadrética p () = a,z® + ayz + ay:

x T. 8 9 10 1" 12 13

y 7.4 8,4 9.4 8.4 9.5 9,5 9.4

Resoluclén. Componemos la tabla

I =3 =f = =} Vi FpVe =fuy
1 7 49 848 | 2401 | 7,4 | 51,8 [ 8628
2 8 64 512 | 4496 | 84 | 67,2 | 537,6
8 g 81 729 | G584 [ 9,4 | 81,9 | 7371
4 10 100 | 1000 | 10000 | 8,4 | 94,0 | 90,0
5 1 124 1331 | 14641 | 9,5 | 1045 | 1149,5
B 12 14 | 4727 | 20736 | 9,5 | 144,0 | 1388,0
7 13 169 | 2197 | 28561 | 9.4 | 1222 | 1383,6
3 70 728 | T840 | B7008 | 62,7 | 635,86 | 6683,4

De aqui, ol si de i

728aq+ 700 +Ta, = 62,7,

7840a,+ 7284y -+ 70a, = 635,8,

87 008a, -+ 7840, + 7283, = 6683,4.
Resolviendo este —0,04, ag = 1,40, ay = 2,12

Ahora bien, In funcién mdrﬁtiua huwalil l;iena la forma @ (1) = —0,0d28
+ 1,102 + 2,12,

1185, Por el método de los cuadrados minimoes, escoger la funcién
potencial § = A por los datos de la tabla siguientes

§ T.1 21,8 62,1 110 161




Resolucién, Componemos la tabla

% =) = log ty :‘ ¥y == 10g 5y Zpliy

1 0,0000 0,0000 0,8513 0,0000
2 0,3010 0,0008 1,4440 0,4348
3 0,4771 0,2278 1,7931 0,8555
& 04,8021 0,8625 2,0414 0,220
5 0,6090 0,4886 2,2068 1,5425
b 2,0792 1,16908 8,3366 4,0837

De este modo, obtenemos el sistema de ecuaciones
2,0792¢-+5log 4 =8,3368,
1,1893g-+2,0792 log A = 4,0637.

De aquf, ¢ = 1,958, log 4 = 0,8532, o sea, 4 = 7,132. Por lo tanto, la fun-
cién potencial buscada tiene la forma § = 7,132t',M8,

1186, Por el método de los cuadrados minimos, escoger la funcién
potencial § = A& por los datos de la tabla siguiente:

] 0 2 & 6 8 10 12

5 1280 635 324 182 k] 43 19

Resolucién. Componemos la tabla

L3 i i p=1log s ty

1 0 0 3,072 0,0000
2 2 4 2,8028 5,606
3 4 16 215105 10,0420
4 6 36 2,2005 1312570
5 8 64 1,8308 15,0464
8 10 100 1,335 16,3350
7 12 144 12787 15,3444
3 42 364 15,4230 75,6304

Obtenemos el sistema de ecuaciones

A2-log e+7 log A= 15,4230
364e-log e 42 log A=175,6304,



o sea, c-log e = —0,1509, log 4 = 3,1087. Por consiguiente, 4 = 1284 y ¢ =
- ragﬁi;?,”ga este modo, la forma potencial buscada tiene la forma S =

En los problemas siguientes, valiéndose del método de los cuadrados mini-
mos, escoger las funciones de la forma dada por los datos de tabla citados.

1187. Hallar la funcién lineal:
=|11213|4 5|6 mi‘l

SR ENE:
2)
vl 2 [a9l7,9 it|a,1] 17

yloa] a 81149239

z 0 0,4 0,2 0,3 04 | 05 | 06 | 07
3

v 3,02 2,81 2,57 2,30 [ 2,48 | 1,90 | 1,81 1,85

1188. Hallar la funcién cuadrética:

.

x I 7 i 8 | ) | 10 I 11 2118 z lE,?s 1,56 ]2.34 |3.12 ls,sl
2)

v 13,114.905,3]5.8]6,1]6.4] 5.9 ' 4 Jo.50 1,20 [ 1,02 |2,25 4,8

s | -3 | -2 | - o | 1 | 2

v | —0m1 ] 0,00 | 0,51

3
§ |

0,82 | 0,88 | 0,81 | 0.40

1189, Hallar la funcién potencial S = A

S 7.1 15,2 48,1 26,3

1190. Hallar la funcién exponencial § = A¢:
t |3.2'2‘7l3.514|i

AEAEIER A ENET
s|e7]e0|s3]s0

s [0,75] 1,811 5,3 | 10,88] 24,52] 59,00

1191, Hailar la mejor aproximacién de la funcién f(2) =

= gen (nz/2) en el intervalo 0<C z<{ 1 con un polinomio de tercer
grado.
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Resolucion. Para determinar los coeficientes de la funcién @ (z) = ag® +
+ @z? + agx + a, escribi el sist de ecuaci de la forma (5):

(n.xH— @78+ ayx + @y —5€N -«n!i] 3 dx=0,

(c,x’+a,:2+a,z Ty —gen .."'.51) ztdr=0,

T

5 )xd‘zmﬂ,

(nar.’—‘,-alz*—k yx = ag—sen

(cazﬂ«!—a,z’—!— agz+ a,—sen—n;—) de=0.

Dl O Oy i S

Integrando, obtenemos

( %“9"’%514‘%“24’%“3‘:%“%.
Suidahpatant.

Resolviendo el tltimo sistema, hallamos a,= —0,40, & = —0,24,
ay = 1,84, a; = —0,05.
Por nansig'ui'ante,
@ (z) = —0,42% 0,242 = 1,842 —0,05.

Comprobacidn: si x = 1/3, entonces { (1/3) = 0,50, @ (1/3) = 0,51,

1192. Hallar la mejor aproximacién de la funcién f (z) = In (4 +
-+ z), con un polinomio de tercer grado, si 0<C z<C 1.
93. Hallar le mejor aproximacién de la funcién f(z) =
= 1/(1 + z), con un polinomio de tercer grado, si 0 < r < 1.



Capitule X.

Fundamentos del célculo
de variaciones

5 1 Introduccién

i. Concepto de funeional. Unos de conceptos fundamentales del and-
lisis matematico es el de funcién. En el caso el tal Ia nocién de dependencia
funcional puede ser expresada asi. Sea € un conjunto cualquiera de nimeros
reales. 5i a cada nimero z del conjunte C le Uorrssgunds clerto niimero y, enton-
ces se dice que sobre el conjunto € estd definida la funcién y = f (z). El con-
junto € se llama campo de definicién de la funcién f.

Sin embargo, en muchos casos el pto de funcién no es sufici
Asi, por ejemplo, la intensidad del campo electromagnético en un lugar dado,
originada qur el paso de una corriente en el conductor, depende de la forma de
la curva a lo largo de la cual estd sitvado este (ltimo. El concepto de funcional
eg g]ensralizaeién directa y natural del de funcién y lo contiene como caso par-
ticu

ar.

Sea C un conjunto de objetos lesquiera. Estos den ser ni P

tos d io, lineas, funciones, superficies, etc. Si a cada elemento z
de C le cor de cierto ni rea t se dice que sobre el conjunto

ly,
C esté definida la funcional y = 7 (z). Si el conjunto C es un conjunto de nik
meros z, entonces la funcional y = I (¢) no es més que la funcién de un argu=
mento. Cuando € es el conjunto de un par de nimeros (.|]:,. z3}, la funcional serd
la funcién y = I (zy, z,) de dos argumentos, etc. En el chleulo de variaciones
se examinan funcionales ¢uyo campo de definicion € son conjuntos de funciones

¥ (=}

1
1194. Resolver I [y (z)] = _[ [y (=)]2dz.
[}

Resolucidn. Si en vez de y (z) se sustituyen diferentes funci tas,
por ejemplo, py (z) = x, yy (z) = &%, yy {z) = |/ T =7, entonces obtenemas,
respectivamente: [ (1) = 5, L (=5 (2 — 1), I (ga) = 3

El céleulo de variaciones tieme por ohjeto determinar los valores méximos
%minimo& de las funcionales definidas sobre conjuntos de lineas o superficies.

on ellos, al igual que en el ejemplo citado anteriormente, las funcionales se

dan medio de ciertas integrales definidas. .
" lf:;‘iuncicnes p‘ertelgsciantdas al campo ﬂ‘e deﬁfﬁcién € de la funcional dada
a8 b ibn o funci Araisibl

e 3
2, Clases de las funciones y entornos. En adelante se utilizardn las sipuien-
tes clases de funciones, dadas sobre cierto segmento lz,, zl:
!; C Ixy, =], la clase de funciones continuas;
2) €3 (24, x], la clase de las funciones suaves (es decir, las que tienen
ontinuas las primeras derivadas);
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. s}d €™ [z4, 5], la clase de las funciones que tienen continuas m-fsimas
erivadas,

Para las funciones que forman parte de las clases recién citadas se introduce
el concepto de distancia. A saher, sl y = y; (z) @ ¥ = 4 (*) son funciones per-
tenecientes a la clase C [y, z,], entonces se llama distancia entre ellas al nt-
mero pg = Po (Y1y M) = u_lué‘ | 71 {x) — wg (z) | (distancia de orden nulo).

x
Sig=u(z) e y=y, {x)?:rteu‘scen a la clase C(Y [z, x,),fenire:ellas se
puede introducir la = distancia del modo siguiente: p, =§; (i ¥a) =
= Dbax lu@-—n@i+ mx 1y@-—uE] @saca de
X
primer o 'n). De un modo apdlog entre las fi que forman parte de la
clase C{™ [z,, z,] se puede introducir la distancia de m-ésimo orden.

1195. Hallar la distancia de orden nulo entre las funciones y =
= 3% ¢ y = z sobre el segmento [0, 1].
BResolucifn. p;=max |2 — z|. Sobre los extremos del segmento

P
(0, 1] la funcién y = z* —=§’1=,lnma los valores iguales a cero. Investigudmosla
para determinar los extremos sobre el intervalo ] 0, 1 [. Tenemos: y' = 2z —

— 4 =10 crando :=-;— .Con elio y'[é) = 2 = 0. De suerte que en el punto

2= %la funcién analizada tiene un mfinimo, igual a—% . Por 8so | r?—z)

toma en el punto z =-% el valor maximo sobre ol segmento [0,1], igual a % Y=
1

i

Sea el nimero & > 0. Se llama entorno s de orden nulo de la funcién g {x)
de la clase C [x,, ), al conjumto de todas las funciones y S:) de esta clase, tales
que p, (¥, §) < e. Grificamente esto quiers decir que las curvas y =y (2)
e y = j () dadas en el segmento [zo, x,] son préximas por sus ordenadas,

Se denomina entorno & de primer orden de la funcién 7 (z) de la clase
€O [zq, 7] al clmg'unl.o do todas las funciones y (z) de esta clase, tales que
pu(¥, §) < e. Grificamente esto significa que lag curvas y =y (z) o y =
=y S:J sobre el segmento [z,, 2;] son proximas tanto por les ordenadas como
por el coeficiente angular de las tangentes de los puntos con abscisas igual
Anélogamente, se puede introducir el entorno e de m-ésimo orden de la funcién
g (x) perteneciente a la clase C(™} [z, =]

1196. Aclarar en qué entornos de la funcién dada y (z) = 0 sobre
el segmento [0, 2x] van a parar las funciones que forman parte de

la sucesién y, (z) =202 n=1, 2, ...
R
Resolucién, Puesto que

cO8 AT

1
lan =y 1= B | <o v

¥ =

=0,

las funei ¥a 3:) pert a8 un entorno e cualquiers de orden nulo de la
funcion y{x') ms ), slempre que n sea suficientemente grande. Para el antor-
no e de primer orden, esto ya no es justo, como lo muestran las igualdades

. = _E__. n —__n s
| ¥ (x)—y («‘-)1—i ekl e I R~
y  lim —P—1.

A RH1
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En tales casos se dice que entre Ja luncion g (x) y la sucesion {y, (x}ﬁ.-i tiene
lugar un orden nulo de proximidad.

3. Extremus de las funcionales, Sea ¢ una clase de funciones de compara-
cién de la funcional 1.

Se dice que la funcional f tiene en esta clase el minimo (maximo) absoluto
concedido por la funcién § (z} de la clase C, s1 para toda funcidn y (x) de esta
clase tiene lugar Ja desigualdad

Tyl =gl (ly@l<[G]). (0
Se dice que la funcional I tiene en la clase € el minimo (méAximo) relativo

concedido por la funcion g (z) de la claze C, =1 existe un entomo & de la funcion
{z) que para toda funcién y (<) de la clase  de este entorno e se cumpla la
desigualdad (1)

El minimo (méximo) relativo se llama fuerte, sila desigualdad(1) se cumple
para todas las funciones de comparacion y (z} pertenecientes a cierto entorno e
de orden nulo de la funcién § (x). El minime (mdximo) relativo se denomina débil,
si la desigualdad (1) se cumple para todas las funciones de comparacion y (z)
situadas en entorno £ de primer orden de la funcién § (2).

Da este modo, todo extremo absoluto serd un extremo relativo fuerte y débil.
Todo oxtremo relativo fuerte es al mismo tieméno un extremo débil. Sin embargo,
hablando en general, un extremo relative débil no es fuerte.

4. Conceplo de variacion de una funcional. Haciendo uso de la funcional

i

I Ly {2)] = j * dr en calidad de ejemplo, examinemos ¢omo cambia su valor

[]

cuando se electiia nna pequedia variacién de la funcidn y (<), de la cual esta fun-
cional depende. Supongamos que en el segundo miembro ha sido sustitnida
primeramente ¢ierta funcidn y () ¥ luego se introduce una funcién nueva ¥ (z) +
+ by (x), donde & y (), llamada variacién de y (), es una funcién arbitraria
que toma valores pequefios. For sjemplo, primeramente podria ser y = 2%
v luego y = 2% + a-z (1 — z) donde la constanle « es pequeha. Esntonces cam-
biari también el valor de la funcién y llegard o ser igual a

1 1 1 1
S (y-'r-‘iy}'dz=5 yrdx+2 E y-fyda+ ] {w)* dz.
i o i o
Do este modo, en el ejemple examinado el incremento de la funcional serd
1 1
Al =2 S yoby de + S (Bu)* dz. Si sa fija In funcién y () y s cambia su
0 it
variacién 8y, entonces vemos. que el primer término del segundo miembro es

lineal con respecto o Sy ¥ el segundo es cuadritico. El primer término en el
i de 1a funcional so llama variacién de la funcional y se designa por

81, 0 sea, 6Iy = 2 5 y -8y dz, Asf, pues, con una precision de hasta los términos

0
de orden superior de pequefiez Af; = 8I,.
Examinemos ahora el caso de una funcional geperal que tieme la forma

£
Inj F (z, y, v') dz,
o
donde F es cierta funcién conocida de tres variables. 8i en vez de y (z) en la
integral se sustituye la funcién y (z) -+ 0 (z), donde v (z) es cierta funcién
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fija de la clase C1') [zg, z,] tal que % {xo) = v () = 0, entonces obienemos
la funcitn del pardmetro a:

x
I(ﬂ)-_\‘ Flz, y (=) toq(2), ¥ (2)+an (=) dz.
x,

Escribimos su desarrollo formal en serie de Maclaurin:
3
L@ =IO+ ¥ O+ I ©+... .
i I° {0 #
Las expresionesa-I' (0) y a?- — agui obtenidas se llaman primera ¥ segunda

variacién de la funcional [, y se designan por los simbolos 67 y 637. Para la
funcional examinada en el ejemplo
citado anteriormente obtenemos 67 =

1

=ali@=2{y @ xan @ a y=nls}

1]
Esta magnitud coincide con la citada
arriba, cuando la variacién de la fun-
cidn y (z) es igoal by = a1 (2).
5. Lemas principales. Lema I (do La-

grange}. Si f {z} es una funcién continua & — A
x 0 x4 E, &8, 5 X
sobre ol segmento [z,, z]y Sij FEIES
1
XK1 (rhdzr =0 para una funcidn 7 (r) Fig. 85

cualguiera que sea derivable continua-
menté m veces e igual a cero sobre los
extremos del segmento [x,, =] junto con todas sus derivadas de k-ésimo
orden (k << m), ]uegoc( (z) = 0.

Demonstracién. Admitamos lo contrario. Entonces en cierto punto interior
& del segmento [z4, z;] 1 {§) == 0. Supongamos quo!para la definibilidad 7 (&) >
= 0. En virtud de la continuidad f (z}, se puede sefialar tal subsegmento [E, &12] =
< [zy, ] en el cual f () = 0. Delinimos ahora  (z) asi (fig. 85):

O fuers del segmento (&, E;),
[Br—2) (z—Ea}]™** para By <z <K
No es dificil comprobar que la funcién 1 (x) es m veces continuamente derivable

sobre el segmento [z, =] v, junto con todas sus derivadas da hasta el m-ssimo
orden, inclusive, se anula sobre los extremos del segmento [zy, 5], Por sso

n@={

0= | f@ 0@ drm | 1) (E1—) c—tOImerdz > 0,
Xy £

La contradiccién obtenida demuestra el lema,
Generalizacibn del lema [. Es evidente que el lema 1 se extiends también
sobre las integrales que tienen la forma

)

[ tfat nata+ mafs) de, donde £y, fa, . son funciones
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continuas en el wntervale [zg, =], M, M2 My, Son funciones que satisfacen lasg

mismas condiciones que 7 (z). Para que esta integral sea igual a cero para todas

las funciones posibles 1. ny, 1y que satisfacen las condiciones indicadas, es
io que las funci 1+ far fa. sean idénticamente iguales a cero.

Lema 2 (de Ostrogradski). Si f (z, y) es una funcidn continua en la regién

D, y s 5 iz, y)n(x y) dxdy = 0 para toda funcién 7 (z, y), continua

junto con sus derivadas parciales de primer orden en la regidn D e igual a cero
sobre el contorno ', que acota la regién D, entonces f (z, y) = 0.
Demaostracién. Procediendo del modo andlogo a la demostracién del primer
lema, pongamos que en cierto punto (£, ) dentro de la regién D, la funcién
f (z, ¥} = 0. Entonces ella serd positiva en cierto efreulo ubicado dentro de la
60 D con centro en (E, §) ¥ radio ¢ > 0. Definimos la funcién 7 (z, ¥)
del modo siguiente:

_ f 0. para {z—8)*+-(y—D)* > p%
w9 { [(z—8)*+(y—Br—p?% para (z—5) -+ (y—L%) < p*.

Es fécil comprobar que 7 (=, y) satisface las condiciones del lema y la
integral se reduce a la de una funcién positiva continua sobre el contorne men-
cionado, lo que contradice la condicién del lema.

§ 2. Condicion necesaria del extremo
de una funcional

I=1\ F{z, y, y')dz

R H

1. Ecuacién de Euler. Examinemos una funcional T [y (:J]=‘§ F(z, 9, ¥)

Ta
dz, donde F es la funcién dada de tres variables, junto con las derivadas parciales
respecto a todas las variables de segundo
vi orden, inclusive, para todos los puntios
i ———ysyinel pertenecientes a cierta regién plana D

que tienen por coordenadas z, y, ¥ para
y=ylx) todos los valores finitos de p'. EI con-
junto € de las funciones de comparacién
o defi asi: cada funcién y (z) per-
tenece a la clase O [zy, 7] con ello la
curva v = y (z) estd por completo en la

B Sk rogibn D e y (20) = var, # (#1) = Uy, donde

.3 Yo © ¥y, S0n ciertos nlmeros constantes.

D‘[ %y % . 3 Investiguemos el extremo de la fun-
: cional dada, Para esto tomemos una fun-

cién 1 (z) lquiera que satisfaga las
Fig. 86 condicioree del Jema de Lagrange. For-
memos la foneién ygm, a) =y {z) +
@ ga). donde e es un gar&matm numérico pequefio (fig. 86). Esta funcifu
ti las mi ici de frontera que y ().
Sustituyéndola en la funcional, ok os la funcién de a:

x,
ffa]-:-j Flz, y(z)+oen (@), ¢ (@) -+ (@) dz.
Xa
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Cualquiera & > 0 que sea dada la funcién y (z) 4+ a-n () estd en el entoroo
& (hasta el de primer orden) de la linea g(:}. para todos los valores del pard-
metro e suficientemente préximos a cero. Por consiguiente, si y (z) da ol exiremo
a la funcional I, entonces la funcién [ (@) debe tener extremo cuando o = 0
¥ por eso su derivada debe anularse cuando @« = 0. Derivando bajo el signo inte-
gral, obtenemos:
Ty
r©O= [ tFy @ v )@+ @ v V)W @) 0
o

Efect la int ion por partes en el segundo sumando. Haciedo u =
= Fyr y dv = v’ (z) dz, oblenemos

% x
§ G iw @as=Fpn@ 5= e g @) i
xy Xe

Aqui el término extraintegral es igual a cero, ya que segin los datos 1) (z) se
snula en los extremos del intervale [z, ;). Por consiguiente,

o= 3" n @) [ £,— 5 (#,) | dz=o0.

Aplicande el lema de Lagrange, podemos afirmar que la curva y (z) que da el
extremo a la integral debe satisfacer la ecuacién diferencial

d ..
Fy—— (F) =0,
o bien en la anotacién desarrollada:
PRy ¥ Py Py — Fy =0,

Esta ccuacién fue obtenida por L. Euler y suele lamarse ecuacién de Euler,
Es una ecuacién diferencial de segundo orden con respecto a la funcién desco-
nocida y (z). La solucién general de esta ecuacidn contiene dos constantes arbi-
trarias €y ¥ €, que deben determinarse de las condiciones de frontera: y (z,) = yo
8 y {z) = y. Las curvas integrales de la ecuacién de Euler se denominan extre-
males. Para que una extremal pase por dos puntos: M (o, yo) ¥ N (7, uy)
deb as tes €; y €, de modo que @ (x,, €, (,'Jmf,
¥ 9 {z. O, Cy) = yy, donde y = @ (z, Cy, Cy) es la solucion genemf de la
ccuacion de Euler.

2. Casos particulares de integrabilided de la ecuacién de Fuler. Caso 1. La

funcién F no depende de ', o sea, F = F (z, y). Entonces en la ecuacién de
Euler los términos que contienen las derivadas parciales respecto a y' son iguales

a cero y ella toma la forma g= 0. Esta i6n no es dif ial con’ t

a la funcién desconocida y (z). Define una o varias funciones que, hablando en
general, no satisfacen las condiciones de frontera y (zg) = vy @ y (3;) = y,. Por
lo tanto, en el caso general la solucidn del probl de variaci en examen
po existe. S6lo en casos especiales babrd una curva y = y {(z} que pase por los

puntos M (zq, ¥o) ¥ ¥ {2y, py) ¥ sea la solucién de la ecuscién funcionalgi = 0.
1
1197. Resolver 7 [y (2)] = j (zrseny 4+ cosy)dx, y(0)=0,
0
ks

p()= .
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Resolucidn. Aqui F = = sen y 4 cos y; la ecuacidn de Ealer tiene la forma:
aF 2 .
;= zesy—seny = 0, =3 y = arctg ». Esta ecuacidn satislace las condi-

ciones de frontera.
e

1198. Resolver Iy (z)]= S (xe! —pe*yde, y(I)=1, y(e)=1.
1

Resolucidn. F = ze¥ — ge*; la ecuacion de Eulor serd: ?; = pel — g,

=% y =z — In z, La solucién obtenida no satisface las condiciones de {rontera.
Case 2. F depende linealmente de ', o sea, F = P (z, u) + ' -Q (=, ¥)-
La ecuacién de Euler tiene la forma:

L 80 QP , 8¢ _ . P 80 _
VTRt T R cpreil
La ecuacidn oblenida no es dif ial con to a la funcié Sgnit

% () ¥, hablando en general, no tiene soluciones que satisfagan las condmone.s
de frontera dadas. Sin embargo, si respecio a ambas variables z e y ‘l 6

entonces la expresién P dx 4 @ dy es la diferencial total y por eso la mwgml
curvilinea

£ (2, B!
ty@={ P+y-Qar= | Pazioa
Za (%, Vel
no depende del ino de int ién- Por iguiente, ¢l valor de la funcional

es constante sobre todas las curvas udmtalhlaa y el problema de variaciones
pierde el sentido.

B
1199. Resolver /[y (2)] = | [(zy' + 1) ¥ + 22 —y2y') dz, y (W) =a,

@
y(p)=b.
Resolucidn, Aqui F depende linealmente de y':
= {2y’ + 1) &V + 27 — g%’ = (xe¥ — y?) ¢’ + (='+ e¥), o sea,
Plz, yy=a+e¥,  Qfz, yh=zeb—y ¥ 6gr :f :

La expresifn (z* 4 &) dz + (z¢ — %) dy es la diferencial total ¥, por consi-
guiente, la integral no depende de la ruta de integracién

(B, &) f, &) 1

Iwel= | @todetea—ydi= | d(av—Ftga)=
o, a) e, &)

1 1 (A, ¥ LI 1
=[z\¢lr__3_ys+.§.,=) mﬁgﬁ aeﬂ-i—p 3“’ +°_3_b='

El valor de la funcional I ps constante flﬂrﬂ todas las curvas y () que pasan
por los puntos (=, a) v (B, b) y el problema de variaciones no tiens sentido.

Caso 3. F depende solamente le y', o sea, F = F(y'). En este caso la
ecuacion de Euler tieoe la forma y*+F, = 0. En particular, se obtiene la
ecuacién ¥" = 0. Su solucién general L& y = Cizx + Cy. Aqui de extremales
sirven las lineas rectas.
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1200, Resolver I [y (1)]= 5 (y2+y +1)dz. MO, 1), N(1,9).
[

Resolueibn. Aqui F =yt + ¢ 1, Fp = 2y 41, F, = 0, Fyr,r = 2.

La ecuacitn de Euler tiene la forma: 2%" =0,=y ="’clz + Li.vDewr-
minemos C; y C, a partir de la condicién de paso de la extremal por los puntes
My N: Cg=1, C; 4 €y =2, = C; =1, ¢4 = 1. Ahora bien. de extremal
sirve la recta y = = +4 1.

Caso 4. F depende solamente de x e y', 0 sea, F = F (z, y'). Puesto que en
este caso aF—O la ecuaciin de Euler seréi (E) == (} ¥ su primera integral

L 3;— . de \ay' pr egT:

aF (z, ")
—

se halla inmediatamente: = (. Despejando p* en esta ecuacidn e inte-

grando, encontramos la solucién general de la ecuacién de Euler.
1201. Resolver I [y ()] = j (@y?—2y)dz, y()=1, y(e=2.
i

Cy+2

Resolueion, F=zy'?2—=2y'; —‘?—E—=21y‘—2=€,, Y= Tt

ay’

yﬂ:
1
=3 €1+ Inz-C,.

Utilizando las condiciones de frontera, ohtenemos 1 = €, 2:-} i+ Cq 4 1.

De agqui, =10, C3 = 1. De extremal sirve la linea y = In z + 1.
Caso 5. F depende solamente de y e y', 0 sea, F = F (y, y"). En este caso
la ecuacion de Euler serd: y”-Fyr -+ y' -Fpr — F, = 0.
Se halla fdcilmente su primera integral. K efecto, examineinos la igualdad

o e s ” - ry .
o (F—y' Fp) =g Fyty™ F o —y" F o —y BB = YT F ey =
=y W Py 4" P —Fy)
Si la funcifin de y salisface la ecuacién de Euler, entonces el segundo miembro

seanulay F — ' j_y’ = (; nos da la primera integral de la ecuacifn de Eulor.

1202. (Problema sobre el drea minima de una superficie de revo-
lucién). Entre todas las curvas planas suaves que unen los puntos
A (g, yo) ¥ B (xy, i) hallar aguélla que girando alrededor del eje Oz
forma la superficie de area minima.

Resolucion. EI dres de la superficie de revolucién se cxpresa por la

Xy
integral §=2n \ p VT y2ds, Aqui F=pV/ THp? y por eso lu ecuacién
s

s ‘2

de Euler tiene la primera integral y1/1+y'2_l_L__=(‘,. o bien
AETE

y=0C-V1+y% Tomando y'=sh¢, se encuentra y=C,cht. De aqui,

dr=2Y o Cs"stht dt=Crdt, z=Ct+C,. Por consiguiente, la curva buscada
es la calenaria y=C,-ch x(-—_C, 9
1
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El problema tiene solueidén, siempre que las constantes arbitrarias se
determinen del sistema de ecuaciones cbh 22—ti_ Yo .} i bl T 1
C'l C! Ct E"l
1203. (Problema sobre la braguistocrona). Entre las lineas que
unen dos puntos dados A y B hallar aquélla, moviéndose por la cual
un cuerpo material libremente lanzado recorreri el camino AB en
el menor tiempo.

Resoluctén. Trazamos por los puntos 4 (xq, 0) y B {z,, yg el plano vertical
{fig. 87). Puesto que el punto pesado se mueve sin velocidad inicial, entonces

0] Al%.0) ¥

B (1)

Fig. 87

basédndonos en la ley de conservacién de la energis, obtenemes

2
T =mgy, ) =0,

2

donde m es la masa del punto, v es la velocidad y g es la acel én de la grave-
dad. De aqui, v=={/2gu. Por otra parte, v = dﬁ‘?‘-z]_/i + g,r"-g-;. Entonces

T
d:=% dz. Por lo tanto,
fu

£

Tm:s Mgz

Vs
Para el caso dado la ecuacion de Euler tiene la primera integral

Vityr v’ . . N
T R L =R

Suponiendo y'=ctg 25 , tenemos !f:"fé‘-i' (1—rost). Pos consiguiente,
1

] 2
8811 == CO8
d) Z z ; 1
dz=<f=—>="""dt. o bien dz =gz (§—cost) iy
¥ ctg 5 Cf

1 ,
xz-rc‘r (f—men t)+C,.
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De suerte que hemos obtenido las ecnaciones paramétricas de la cicloide
1
zu-:-ET (t—sen 1)y,

1
y““EE'E_ (1—cost).
Las constantes arbitrarias €, ¥ Cs e determinan de la condicién de paso de la

curva por los puntos A ¥ B.
Caso 6. La funcié d de sol te de y, o sea F = F (y). En este

caso la ecumcién de Euler tiene la forma:
aF _
¢ T 0.

1
1204, Resolver I[y(2)] = { (2e'—y)dz, y(0)=1, y (W) =e.
0
Resoluctén. F = 2e¥ — 3, % = 2¢¥ — 2y, => y — ¢¥. La dltima scua=
¢ién no tiene hasta las soluciones numéricas. En efecto, si J < 0, entonces
¥ = 0: si y= 0, utilizamos el desarrollo &¥ =14y +-g—!+ ... Por eso

no hay extremales.
Caso 7. F = p (z) ¥'* =+ 7 () y? 4 2/ (r)-y. La ecuacién de Euler para

este caso serd = (py') — gy — | = 0. De este modo, hemos determinado que

x
la funcién y {z) que da el méximo a la integral [ [y (z)] = j lp(z)y*+

+ g () ¥* 4+ 2f (z) y] dx debe satislacer necesariamente la ]la;?ada ecuacibn
diferencial conjugada de segundo orden :—; {Py") — qy — [ = 0. La solucién

eneral de esta ecuacifn contiene dos constantes arbitrarias. Por lo tanto, por
os puntos dados (zo, ¥o) ¥ (xé;l #) =e puede, hablando en general, trazar uns
curva que satisfaga fa ecuacion.

Inz
1205. Resolver I [y (2)]= ) (y'2+2y2+2y) e = dz, y(0)=
i
=y (In2)=0.
Resolucién. Aqui F = (y'* 4 2y° + 2y) e-*. La ecuacién de Euler serd
% ey’ — 2e=xy — e = 0. y" — y" — 2y =1, = y= (e F Cye~* -——12-
Utilizando las condiciones de frontera, obtenemos €, +C,=-_} , 40+
2§ 1 1 3
+E‘Cn=?, = Ci=7> !c:”?-
Por consiguiente, y=1—14- £ 4 % £F — % i
Resolver
1
1206. 7 [y(z)]= S (yshz—yteha)dz, yo=0, g=1.
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1207, 1y (z)] = i e (1+zy') dz, y(xe) =yo y(2) =y,

q

i
1208. .r[y(x);=jy’wx, y(0) =0, y(l)=1.
[
1
1209. 7y (@) = | (2’ —y'y dz, y O =1, y(1)=.
o

E e
1210, 7iy = { L g, y—ty=1, y@) =4

1241, 71y @)= | @+ dz, y(e)=y(z)=0.

o

LE

202 Iy @l= | = ede, y©=0, y(§a)=et,
o

§ 3. Funcionales dependientes de las derivadas
de orden superior
Examinemos ahora el caso cuando la integral contiene derivadas de la
Tuncién buscada que son de orden superior al primero:
=1
r=5 F(z, 4y 0o g™ dz.
%

Al igual que anteriormente, construimos una curva proxima a la y (z) + @1 (z)
efectuamos la sustitucién en la integral ¥ la derivacion respecto a & y hacemos
o = (. Obtenemos:

x
I' ()= g ”"0“1 [f)""Fg-TI' £S5 e & F;I'I{n)"li"’J (z}] dz.
g

Translormamos todos los dos del segundo miembro, salvo el primero,
integrando por partes varias veces:

x

LI
f F oy a® (:a¢:=[rymmn-u(=;--5 F 109 (2)+
xp

: dh-1 =
T (I mmT g f*‘],ﬂ‘r

T oan .
° "‘I'{'-")kj Hl"v(k]\’[{ﬂdl-
xa
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Convengamos en {z) v sus derivadas hasta el orden n — { se anulan en
los extremos, debi o alo cual desaparecen los términos extraintegrales. Igualando
a cero I’ (0), una condicién gue, en virtud del lema prineipal, nos
lleva a la ecuacidn de Euler—Poisson:

Byt By sus oty

d,n l|l(sl =0.

Esta es una ecuacién diferencial de orden 2n. Su solucién general contiene 2n
constantes arbitrarias y debemos tener todavia 2n condiciones de frontera que
expresen la definicién de loa valores de la funeién v de sus dérivadas hasta el
orden n — 1 en los extremos del intervalo. Precisamente, de estas condiciones
de frontera se deduce que las magnitudes anilogas para 7 (z) deben anularse.

1213. Entre todas las funciones de la clase C® que satisfacen las
condiciones de frontera: y () =y (n) =0, ' (0) = y' (n) =1 ha-
llar aquélla que puede conceder el extremo a la funcional

b
Ty (@)= | (62— y™+2) da.
[i}

.Ehmluctdm Lu ecuacién de Euler—Poisson tiene la forma: 32y 4 (—1)* X
P —2y" = 0, o bien "V — 16y = 0. La solucién general serd: y =
= Cye2* -+ Cem? - C3cos 2z + Cg sen 22. Utilizando las condiciones de

frontera, obtenemos €= Cy= Cy=10, €4 = .%. . Por consiguiente, y =

=-1§ sen 2z,
Hallar las extremales de las funcionales
1204 I= | y2dz, y(@)=y(2)=0, ¥’ () =y’ () =0

*a

1
1215, 1= S (™22 ) de, y(O)=y(1)==0, y' (=1,

v ()= —sh f

§ 4. Funcionales dependientes de dos funciones
de una variable independiente

ry
I=5 Fiz, u. 2z, ¥, ¢)da,

xp
En este rwblema ©8 mecesario hallar las curvas y = y (£), z = 2 (),
que satisfagan las condiciones: y Sx,} = Yo'y {r,) =y ¥(zg =20, 2z (1)} = 31,

que otorgan un valor minimo a la integral I

Procedemos igual que en el probl pr[ncipal | tal. Por curvas
priximas tomemos y (z) + 2oy (z) ¥ = (x) + a0 (7)., donde ny (z} ¥ 1, (2}
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son funciones arbitrarias de la clase €1V, que se anulan sobre les sxtremos del
segmento [zy, =l
ribimos la variacién de la funcional: 8J = &I’ (0). Obtenemos

=y

8= 5 {me|r- {;[F”-I]+‘]sl=)[ﬂ —%IF,-)J} dr.

g

Puesto que 67 = 0 para todas 1 (z) ¥ v, (z), entonces, tomando primera-
mente 1, (z) =0y 1y (z) oxbitraria, nos convencemos, al utilizer el primer lema,
de que el factor de 1 (%) es igual a cero; tomando, al contrario, 1y (x) = 0
¥ My («) arbitraria verificamos que el factor de n, (z) es igual a cero, De este
moc‘o. sobre el segmento [z4, ;] deben cumplirse las condiciones: '

d é
Fy—-a; [Fv.}ﬂ' F:_-E (Fy=0,

Este sistema de ecuaci ol ¢ a las fu b d

o resp v (=)
¥ = (z) desempefia en este problema el mismo papel que la ecuacifn de Euler
para una funeién incdgnita y (z).

n

1216. Hallar las extremales de la funcional !=5 (y's—2y 4
+2yz—z'%)dz si y(0)=3z(0)=0, y(n)=z(m)=1.

Resolucién. Aquf el sist de o i dif iales para la funcional
dada tiepe la forma: y" + 2y —z =10, 2"+ y= 0.
Eliminando z, oblenemos la ecuacién p''¥ 4 2% + y = 0 cuya solucién
general serff y = Cycosz + €y senz + z (Cycus = + €, sen z). En virtud de

las condiciones do frontera €, = 0, 0y = — -}‘-# y= Cysen z 4 L sen z —
—% cos z. Para z obtenemos == Cysenx + (2 cosz+ rsenz) + nl

-I-% (2 sen x—z cos z}. Hallamos las constantes €, y C, & partir de las condi-
ciones de frontera para z: ¢, = 0, €, es arbitraria. Entonces,

5= C’,san:+% (2 2en r — 1 cos z).
La familia de las extremales tieme la forma:
y=0_C;sen :—% cus x,
i :
z={_,sen :+T{25er| T—z 08 7).

1217, Hallar las extremales de las funcionales
1

I= 5 (y*—2zyz’)dz, y(1/2)=2, 2(1/2) =15, y(f) =2z (1)=1.
12
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1218. /= E(z'*—xy'z} dz, y(I)=z(1)=1,

Y@= — 5, 22Q)=12

§ 5. Funcionales dependientes de las funciones
de dos variables independientes

i &
.r=H F o 5 gk, S} dedy,
D

Designemos gé o p.—giyz‘ q. Sea F{z, ¥, z, p, q) una funcién de sus

cinco argumentos, continua junto con sus derivadas hasta el segundo orden,
inclusive, en cierto campo especial A de valores de las variables z, y, s y para
todas las p y g finitas. Sea I' una curva espacial cerrada cuya proyeonﬁa’n sobre el
lano =0y es un contorno cerrado simple €, que acota la regién D. La ecuacitn
@ la superficia 8 que estd situada en el campo R y pasa por la curva T la toma-
mos en la forma s = f (z, y), donde la funcidn f (=, y), continua junto con sus
of of
6¢yay
La integral doblo /= jr: 52,02 gy lor finit
a integr: 8 —S {"‘"a:’ay) 'y tiene un valor finito

derivadas parciales , %e llamard admisible.

i)
determinado para cada superficie § admisible. Se plantea el problema de deter-
minar una superficie z = f (z, y) para la cual la integral tenga el valor minimo
en comparacion con las Inl.egraf(u tomadas sobre las superficies admisibles pré-
ximas z=f (2, ¥) + -1 (=, y), donde n{z, ¥) es unz funcién arbitraria,

continua en la regién D junto con sus dari\radas%g . ‘?al; ¥ que se anula sobre el
contorno C. Entonces la funcién f () = S I F((:\ ¥ (e ¥) + o (=, 1),
D

‘;_3; i 8 a-%.j—; -+ a-g—: ) dz dy debe alcanzar el minimo cuando o = 0. En tal
caso la primera variacién 87 = g/’ (ﬂ]} debe ser igual a cero. Derivando J ()

bajo el signo integral y pomiendo alli @ = 0, encontramos

—o. [ =t 2F LOF ow , OF oy
Sf=a: [??]u-uua Snj [ 3 = e Bp  ox + 57 oy ]dz&y'

Transformamos los ltimos doz sumandos por la férmula de Green

(SDS (%“%) ds dy= i ng.l.Q@) 8

[ (s g searm [ § [ (v 25)
)
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~{ % ()5 (4w

= j (1]‘ j—;dy—rr %:—dr}—

8
(Il ()4 () e

_ La integral de contorno obtenida es ignal a cero, puesto que segin la condi-
cién v (z, y), sobre o] contorno € se anula, y por eso, sustituyendo en la expre-
sibn para &7 los dos Ultimos términos por su expresidn nueva, encontramos

b= [ fote o[ = (35) 35 () Joc.

Con sllo 57 = C para toda v (=, 4} que sea continua junlo con sus derivadas
parciales en la regién O e igual acero en el contorno €, para la expresién

%—? ——aa; %—E) —{% (%1:-) , han sido observadas todas las condiciones del segun-
do lema.

Por consiguiente, g—%(%)u %(%‘%} = 0 (ecuacién de Euler—
Ostrogradski), Los r ientos p dentes son también vilidos por completo
para la integral triple, adiciondndose solo en le ecuacién un términe mds.

1219, (Problema de Plateau). Hallar la superficie con el area

minima, que pasa por una curva I' dada en el espacio.

Resolucidn. El problema se reduce a la determinacién del minimo de

g [ . gz \2 oz 2 e

la integral 55"/1-1- (ﬁ) +(6—y) drdy, Agni F=V T pi+¢7.
b

Para este caso la ccuacién de Euler— Ostrogradski adopta la [orma

."2‘"( V'1+;‘"ra“ )_'L“%_( VH—;H - )=o-

Desarrollando esta expresién, hallamos

@tz ; 8%z

ril+g*)-ht(14-pl)—2pgS =0, donde r——7s, =Szay?
as
CE-E;?.

Hemos obtenide una ecuacién en derivadas ‘famialas que define las superficies
minimas. Esta ecuacifn muestra una propiedad geométrica de estas superficies,
segin la cual la suma de los radios principales de curvatura en cada punto de la
superficie es igual a cero. Esta suma vale

2y 49 =
Ry+ Ry ”+q}r+i(:1.j—sz“ LZARRVE E R

En efecto, si la funcién f satisface la in hallada anteri te para las
superficies minimas, entonces Ry -+ Ry = 0.
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1220. Eseribir la ecuacién de Euler-Ostrogradski para la funcio -
mal 7= § § [(3)"~(55) ] amaw.
122|.nEscribir la scuacién de Euler-Ostrogradski para la fun-
cional I'= 55 [(%)24—(:;;)5-1-2@(:‘ y)]dxdy.
D

§ 6. Forma paraméfrica

Al determinar el extremo de una funcional la exigencia consistente en que
la curva buscada tenga la ecuacitn explicita y = g (.r} puede reducir considera-
blemente ¢l problema. En una serie de casos es conveniente examinar en calidad
de curvas admisibles las definidas en forma paramétrica: = = = (&), ¥ = v (t),

x;

¥y = t = #;. En este caso la funcional anteriormonte examinada [ = f-F- (Zy ¥s
L]

1y
¥') dx, adopta la forma .’=S F {.\'. o _B‘) ;dt, donde = & y son derivadas con
x

Tespecto & & ¢, ¥ {; son los v:aﬁlom del pardmetro que corresponden a los oxtremos
de las curvas. Notemos que la funcién subintegral no contiene la variable inde-

pendiente t y s una funcién homogénea de primera medicién de Y.
En general, examinemos cierta integral

i
;=_\ Flropo o pde (1)
g
en la cual la funcién subintegral no contiene la variable independients ¢ y es
una funcién homogénea de primera mediciébn de x e y, o sea,
P (2, uy koz, ko) = koF (2, 0, 2 0). @

Mostremos que la integral (1) no cambiard su forma al efecluar una susti-
tucién cualguiera del parametrv ¢. Introducimos en IuEar de t un otro para-
metro T, baciendo T == T (1), ademas, consideramos T’ {{) > ﬂ.tda rn,mio’ que al
crocer ¢ se incrementa lambién t. Puesio que yr = Yr T, X = xpe-Ti, di =
= tr= dt ;:-‘,entoncea. transformando la integral (1) de modo que se intro-
duzea lu variable v, ohtenemos:

T
\ boob e OF
:=! Pz, g, ezl T4ug) =,
1
T

Uszando la formula (2), tenemos
b
I= j Fix, y. =f, yy)dt.
Tn
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Con la rep tacidn étrica, la dislancia entre las curvas ge deter-
mina independi te de la seleccidn del pardmetro ¢. En efecto, la curva
4 se encuentra en el entorno & de orden nulo de la curva I, si entre 4, ¥ I, se
puede establ una correspondencia biunivoca y reciprocameate continua tal,
que la distancia entre los puntos pondientes no da de £, De un modo
a.nélcl;go puede ser determinada la proximidad e de primer orden.

do a la deduccién de la condicid ia del extremo, supongamos

que cierta curva ! definida por las ecuaciones z = z (#), ¥ = y (2) da el extremo
a la integral 7. Tomemos una curve, préxima a I, definida por las ecuaciones
=z (t)+ aN (), ¥ =y (f) + @1y (8), ademds, consideramos correspon-
dientes [os puntos que se obtienen para el mismo valor del pardmetro £. Susti-
tuyendo las ecuaciones de la curva préxima en la integral (1) e igualando a cero
las derivadas respecto a ; y oy cuando ; = a, = 0, obtenemos, al igual que
antes, que las funciones z (f) e y (t) deben satisfacer, cualquiera que sea la
seleccién del parfmetro ¢, el sistema de dos ecuaciones de Euler:

. d
Fe——0Fo=0 ¥ Fv—‘ﬁ Foe=0, 3

Estas ecuaciones no contienen en forma explicita el mismo pardmetro. Ademds,
una de las funciones, z (Q_u ¥ () puede considerarse arbitraria. En efecto, susti-
tuyendo el pardmetro, ag i de la curva I: = = =z [t (1],
y=ylt (r]f. En virtud de la arbitrariedad de la seleccién de la funcidn ¢ (7)
sodsmos considerar a una de las funciones z [¢ (1)] o y [¢ (1)] [uncién arbitraria

o 7. Dobido a esta ci derecho esperar que las dos ecuaciones
de (3) se reducen a una, Demostremos esto.

Se sabe quoe si la funcién F (z, p, :', y'} es homogénea en cuanto a las varia-
bles z & y, entonces para ella tiene lugar la identidad

F=zF, + yF..
x v

Derivando ambos mismbros de esta identidad por turno, con respecto a las
variables z, y, = o y, obtenemos

Fy=2F ,+yF .3 Fy=zF .+yF .;
xz xy yx w

5 . . i (4)
O0=zF, +pF.. O=2zF, .+ yF...
=x =y =y w
De las dos dltimas igualdades hallamos
F,, F. F, ..
== =Py (ap 2 ) )

y2 —zy P

donde por Fy se designa la magnitud total de tres relaciones escritas, Retornando
& las ecuaciones (2) y escribiendo en ellas las derivadas con respecto a £, obte-
nemos:
Fy—mzF ,—yF ,—2F ..— gF. =0,
zx vx xx )
Fy—zF —yF —2F..— ygF..=0.
=y w xy w
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Sustituyendo en estas ecusciones F,,, F.. y F,. con ayuda de la férmula (5)
xx vy
¥ P Fy seglin las férmulas (4), las refﬁlcimos a la forma siguiente:

§T=0, aT=0,

Aqui T=F (2, g 2, p) (2 y—y 21-L F ,—F ,.
zv yx

Consideramos que z ey no se anulan simultincamente, de modo que
las dos Gltimas ecuaciones efectivamente se reducen a una:

T=Fyli, g & PHFy—y2)+F —F =0, (6)
xy e

Recordande la expresion para el radio de curvatura de wna curve plana,
escrihimog finalmente la ecuacién (6) en la forma:

F .—F ,

; S Xy ux

—— T m
B ¥t ey

1222, Hallar las extremales de la funcional
f el e i . -

I= S [I z2 4y +a®{zy—zxy) dt (@ es cierto nimero positivo).
b

Resolucién. Agqui F = V:’ + B+ a? (zy — .;vy) es funcion homogénen
positiva de primer grado con respecto a r e y. Tenemos

.. 1
Foo=at, P, o=—al, Fim—e T e
=y =y y® (224 g2yt

Por eso la ecuacidn (7) toma la forma LR = 24% De este modo, las exiremales
son curvas con un radio conslante de curvatura igual a A= -‘%r. 0 Zea, 500 ATCO8

de las circunferencias de radio 21:5. En particular, son circunferencias completas
si ¥ (ty) = 2 () e y (¢;) = g (y). Para hallar las ecoaciones de estas circunferen-

mgf es necesario [ormular ciertas condiciones de frontera para las curvas admi-
sibles.

§ 7. Concepto de condiciones suficientes del extremo
de una funcional

Hasta ahora, a] examinar el problema sobre el valor extremal de la funcional
Xy
I= 5 F (z, ¥, ¥’} dx, nos hemos limitado a hallar solamente las condiciones

=
necesarias del extremo. Hemos determinado que las condiciones necesarias
tienen la forma: 61 = 0. Sin embargo, no hemos planteado la cuestidn acerca
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de si coucedan en realidad o no las extremales a la funcional f un méximo o un
minimo, o sea, no hemos estudiado las condiciones suliciontes del extremo.
Se ha mostrado que sobre la familia de las curvas admisibles y (z, &) = y (2) +
-+ @ () la funcional I so transforma en una funcién ordinaria del pardmetro
ay, por iguiente, la dicién I (2} | gme= 0 ©5 necesaria para que la
funcional 7 alcance el extremo sobre la funcidn y (x). Por analogia con la funcién
ordinaria se puede suponer que la funcién y (z) concederd un minimo a la fun-
cional 7, si se cumple la desigualdad /7 (), —o = 0 (en olras palabras, 62 > 0)
¥ un méiximo si se cumple la condicién 7 fa) | g=g << 0 {0 sea, §2F <z B).
Supongamos, pues, que la curva y (£) es extremal de la funcional [.
Puesto que

£l
1 M=5 [Fylz, yta-n, ' —2n)n—Fp (@ y+on, yay)nldr,
X
entonces *

Xy
I" (@) m=0= 5 TF g 02 (D) 2F 0 om (@) on’ ()4 Fopeti? (2)] d2.
Xs
Designemos para abreviar F .= P, F . =0, F,. . = I, Entonces la con-
dicién supuesta del minimo de la funcional se expresara por la desigualdad
Xy
S [P1? ()4 201 (2) 0" (2)-+ R’ ()] dix > 0.
*u
Adicionamos sl primer miembro de esla desigualdad la inlegral auxiliar
*y
| 0o @22 @ @ e @) ds,
[
donde © {z) es la funcién arbitraria de la clase €2 [ry, =), El valor de esta
integral auxiliar es jgual a cero, ya que
Xy Xy d
S [ni’ +2yn’] dar = S by (M) ¥ nizgh=1zr)=10.
Ta =y
Entonces oblenemos
Eas
§ 1P +0) w2 @+ oy + Ty 2 ax >0
e
Escogernos la funcién o (z}, de modo que (@ + w)* = (P 4 &'} R, o sea,
resolvemos con respecto a o (z} la ecuacién de Riccati. Entonces nos quoda:
=
O i O
53[:.-;— = r]J dr >0
£
La Gltima desigualdad se cumpliri si R > 0. o sea, £, . > 0. La cundi-
cién Fy'y' == 0 #¢ 1lama condicién reforzada de Legendre. Para el méximo la
condicion de Legendre tiene la forma: F.. < 0.

En los manuales de cilenlo variacional se muesira q’ua la condicitn de
Legendre F,.. >0, en conjunto con algunas otras condiciones, asegura un

minimo débil a la integral 7.



Respuestas

Capitulo [
6. fe—1) (T—1). 7.5 8. 244/20. 10, mav2. 1. uz%_
12, 5(2In2—=1)/8. 13. (a+1—2) 24 14 —432/189. 15. 1. 16. 26.
0 2V ity 8 By
17. S dy j = Bldt-‘rj dy - 5 iz, yhdz,
=1 _2¥Tyy 0 -2V T5u
1 ' o (e i 1
18, Edrrj f, yhdz. 19, Sdz j fle pydy. 20, jayjuz. W dz.
L ¥ 1 2-= (] [
Yz Vi p i Vs
21. Y dy j fiz, v) dz- j dy iz, ) dr.
[ VIT-2p 1/2 [}

t searcseny
22, | dy 5 e, ¥)dx.
W arcsen

26, 2n%. 27. 0,5; In 2, 2R, 3za'/2 29, 3m. 30, L4ma®3 3. 120 32, 05 1n 3.
47. U6 unidades cuadradas. 38, 64/7 unidades cuadradas 39, 2x1 — 16/3 uni-
dades cuadradas. 40. 5 unidades cuadradas, 41, 125/18 unidades cuadradas.
42, 1/2 unidades coadradas, 43. 27/2 unidades cuadradas. 44, 4/3 unidades
cuadradas 45, 8 — nunidudes cuadradas 46, 5x unidades cuadradas. 47, 2n —
— 83 unidades cuadradas. 31. 8a — 32 |/ 2/3 unidades cabieas. 52, 17/5 uni-
dades cdbicaz. 53, n/4 unidades cibicas. 54, 88/105 wupidades ciibicas.
55, 40/3 unidades cibicas. 56. 32/0 unidades cibicas. 57, 40 unjdades cilbicas,
58. 12 unidades eiibicas. 59, 7960 unidudes ciihicas. 60. 4 unidades cihicas,
61. a*/3 .66, m (5/5 — 1)/24 unidades cuadradas.

67. 462/3 wnidades cuadredas. 6K, 2x)/2 unidades cuadradas, 69. 5/ --
4+ (/2% In (3 + 2 V' 2} unidades cusdradas. 70. n umdades cuadradas,
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74. 32 unidades cuadradas. 72, Wy 2!3 unidades cuadradas. 77, C (45/28;
279/70). 78,z = (5/8) a, ;T— 0. 79. z = (3/5) a, § = _(3/8) n‘ 80. r = y =
= 1284/(105a). 81, r = y = 9/20. B2, == (6/5)p, y = 0. 83,

= 4/3), 84, 2,4. 8. 873 56. 4096/105. 87, nab¥i4. ‘83, (2;’3; 'k, donda &
es ol cosficiente de roporcionalidad. 89, 2:0%5, 90. ab*/12. 95, abe (a? +
-+ b3 4 B3, 96. mg 97. 1/384. 98. ab? (10b — 3a)f12. 99. 3n/2.

100, (1/5) na® (18 1/3 — 87/6). 104. 16 n/3, 102, 4nr¥/3. 103, 8n (2)/ 2 — )9,
106. /6 unidades cibicas. 107. 8 (3m -— 4)/9 unidades cdbicas. 108. 3a%/2,
109. T = j = 2/5, 2= 7/30. 110, 7 = » = 3, = = 45/32. 141, (B/5; 12/5; 8/5),
112, 2a%/3, 120, (w2 1o (A4 VT ), 120 (n/2) In (A + 11 + A9).

122, #/2 In {1 4+ A). 123, ne. 124, In (Pla). 125, (a/2) In (1 + A

126. In (A 4 e+ 1. 127. Va(V ="V ). 128 n()/ T— a2 —1).
137. 1,1645. 138. —4,5761. 130, 2,4240. 140. 15 |/ /8. 141. 0,1225, 142. 0,8934
148, co. 144, —2a)/ 3/7.145. =}/ 3/5. 146, —an |/ 2. 147, 4n)/ 2/5. 154. 1/24.
155. 3n/16. 156, 8/105. 157. 9n/4096.

I
= I (»)
Vo a q REa—11 a3
s " ) Rk Tore= 1y e
g
) o o 5
160, ST 161. oy T 162. @/senan, 163, 2nf|/ 3.
(%) r(m) %
164, 5n/32. 165, n 166, 1/364. 167. 168, n/) 2.
k-T [?—,mJ
kg =
169. rry 170. /2 21/ 2). 171, =/(2 sen i)
L r-e
o VR ENE )
A r ( n2 ) »
Z
Capitulo 11

177. 67/6. 178, 136/3. 170. 2152/45. 180. 4. 181. 12, 182, 17,5. 183, m.
184, 6/35. 185, 2. 186, ¥ = (3102 — 1)/3, ¥ = (16 In 2 + 15)/24. 167. I=
= 2/5,"y = —1,5, z = 1/2,

188, 2a%. 189, (}/ a®Fb%/ab) aretg (2nbia).

190, V' 2[n 1/ T+4n% 40,5 In 2a/ T 4n%)], 191, 1/6.

195. U= e gen (z—y)+ 2+ C. 196, U=z— &V-sonz+
+senyf C. 197, U = (1/3) 2® — 2ty + 3z -+ (1/3) v* + 3y + €. 198. U =
=0 g (B2 - 22y + C. 199. U=chs+ zchy+y+ C.

200, U= zarcsenz —yarcseny + Y 1 — A — /1 — g* — (1/2) flny +

<+ €. 201. n*{en todos los casos). 202. 0 (en ambos casos) 205, Y 5 g{f’—fﬁx
“D

e
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X dr dy. 206. 8, 209, 1/3 unidades cuadradas. 210, med, 211. 45/2 unidades
cuadradas. 212, 25/8 unidades cuadradas, 218. m® 217. 7= y =0, z =
= (307 — 151/ 5)/310. 248, 4n (1 4 61/ 3)/15. 219, (12515 — 4)/420.

228. 1/2. 2¢9. 1. 281, 0. 232. 127a%/5. 233, 0. 234, 4mabe, 235. Gmath.
236. A% (3R? - 26%M0. 237. 3u. 238. r 4 y 4 z. 280, nR*h. 240 2.
261, mab 242, — |(y—shi F{z—2j+ (z— ikl 243. 2(j — k)

Capitalo T

1 3 i ¢ 1
M e o teeos - PR o tTomT

1 10m In—1
+m+. es o 278, prpreral 274, B rRae 275. H-—-,
276. ;:j_’ - 277 4. 278, 1. 279, 1/12. 280, m. 283. Diverge. 284. Converge.

285, Converge. 286, Diverge. 287, Convergo. 288, Diverge. 289. Converge.
290. Diverge. 291, Converge. 292. Diverge. 293. Diverge. 294, Diverge.

295. Converge condicionalmente. 296. Converge absolutamente. 237, Diverge.
298, Converge condicionalmente. 299, Converge absolutarente. 300, Diverge.
301, Diverge (comparar con la serie del problema precedente). 302. Converge,
303. Diverge. 304. Converge. 305. Converge. 306. Diverge. 307. Converge.
308, Converge absolutamente; 308. Diverge. 310. Converge absolutamente,
311. Diverge. 312. Converge absolutamente. 313. Converge condicionalmenite.

| i 1 4 4
4. 1 —?.-—l—ﬁwﬁ-?—zg--{-. .. 351 1= —r+ =3 323. En los
puntos x = 1 ¥y r = 2 diverge, en el punto xr = 3 converge. 324, En el punto
z = | diverge, en cl punto x = 2 converge. 325, 0 << 1 << +00.326. 1 < z <<
< +20.327, —o < r <] 4. 331, Converge uniformemente. 332. Si. 333, 5i,
334. No, la serie diverge para todo valor de z. 346, —o0 << r <= o0, 347. 3 <
< r--5 348. 1<"r< 3§ 349. La serie converge silo en el punte r= 0,
350, La serie converge cualquiera gue sea el valor de z. 351, —1 << r < 1.
352, —2 = x-C2 853, —3<z<C3 304 —1 <<z d 300 1= =il
356, alle — z)* 357, aln al(n — x) — r. 358, Za/(a — z)*. 39, —2x/(1 + 2%2
365. 1 - zln3+’”‘"3 -1-’“;:”’-;-_ .. (s < p o) 366, 1
4z? 83

|+ o 3F+"' (—oo = z == +oa). 367, l——T;r’—i-— z

ol 20
AWx‘+--.f—w<:r‘i+m).368.% zt -1-7:!—.r‘ 1 ﬁ +5‘;+

Z 2 3 1
e (oo < x = oo), 369, Ina+%—fﬂ-{-‘—+—;ﬁ—s—;&7+...{-—c{x£

= r #t 1:3.0% 1.3.5.x!
= a). 370, V—a[l +W- e gl _!_lz-a]ﬂ‘:!I {2‘1}“_"! +.. : (—e <<z
<a) 370a. (2, ) =124+ 15(z = 2) + B (r— 2 + 3 (= &) (y — 1) —
— By — 1)} (2 — 2P — 2 (p— 1% 3T0b. f iz, ) = =4+ 13 (z — 1} +
T+ O+ =P+ 2@ -+ — v+ 1+ 4 — 12
370c, f(z,y)=4+8@—1) =15+ 1D+ 5@— 102+ @+ 12
3. ffez. = -1+ lz D4+ w—D =@+ Dy —1)— (v — 4

hia



Flet Uy — 12+ (y— 13- 0@, p= | (T 12 T (7= 1%
$e. jr. =ttt (@z—N—p—(z—1)y- %yz-i-{)fp’}. p =
=V E=—DFFR 0L [ (2. p) = =1+ (2 1)+ 42— (2 + 1) 4* +

=V T 2 i 28 2 o
FOE) o=V ET T/ 370 1ty Sy By By
XM, (o | oo [). 384, 2,71828. 385. 0.60653. 380, 0,564, 387. 1,0453

388. 1,0196. 380. 5,196 390. —0,0202. 391. 0,0053. 392. 10486 393. 2.3020.
384, 0,4636. 395, 3,142, 400, 1/3. 401. 1. 402. 0,1996. §03. 0.102. 412, 2, =2,
2V 2, —nlh. 3. z =13 {cos 157°28' - 1 sen 157°23'). 4dd. 1. 415. 1,

416, 2 cos 10° {cos 10° -+ i sen 10°). 417, —46 + O, 418, (24001025) —
— (68/1025) 1. 449, (5/109) + (12169) 1. 420. 5831 ous (—30°58) -+
+ sen (—A0°58). 421, |/ 2 (cos 185°4 fsen 135°) 422, (| 3/2) + (V 22y 0
423, eos (—150°) - faen (—450°) = — (1/ 3/2) — (1/2) i, 424 cos 22930 +
-+ isen 227300 = 0.9239 4+ 038271 cos 112°00° 4§ sen 112930 = —0,3827
+ 0,923%i; cos 202°30° + ¢ sen 202°80° = —0,9230 — 0,38276; cos 202°00° +
== £ sen 202°30° = (,3827 — 0,9239;. 425,  wy= 2 {cos 15° + 1sen 15%) =
= 1,9318 + 0,51761; w, = 2 (cos 485° + isen 130%) = — ' 2+ V2 w, =
= 2 (cos 205° - i sen 255°) = —O0.5176 — L0318 426. cos4p = cost @
— fi cos? @ sen® @ 4 sen? g, sen 4 = 4 cos’ g son @ — 4 cos g ¥ sen® g.
428. La circunferencip de radio B con centro en el pwate == ¢, 420 1} Fl
conjunto de punies del cirenlo limitado por la circunferencia | 2 — ¢ | = R;
2) el conjunte de puntes del plano, quo se sitvan fuera de la cirennferencia
| s — ¢ = K. 430. 1) El conjunto de puntos del semiplano situado a la derecha
del eje imaginario, 2) el conjunto de punios del semiplano sitvado delajo del
eje real. 436, § = 1/4 — i, 437, Converge. 438, Divorge. 440. La serie con-
verge sobre Lodo el plano. 441. La serie converge s6lo en ol punto z = 1 -} ¢.
446, 267V, 44T, TR 448, —1. 450, (/4) sen z—(1/4) sen dr. 451, it —

e L

T (g g). A6 [ = —2 3 (—hm TR g7 fro =
m=1
T (2m 41 2 I - (—tm
. o8 (em 44} nx ___'__ [’_ v (U
&= 3 = FTERTE . 458, f (x)== - shn N i el
esd) m=1
- 1 2n?
2 n
M A0S mx—m sen mt}J 45%.  flz)= 2 (—1)m e T) SE0 M.

nimsl

cos{dm+ 1)

«
2 i D
Zm 4 1) i 2 J =2 2 __S_[E,l"nx GG f (x)=

o
460. 1) f(.rj;% E
M=l

ntewd

s g ha 10§ cos cos 3z
ZTEM- 462, ,i(x‘]n."_______[ms:_i_ ’ Y

ETTE ] A n [E] 3
m=|)
4 cosngs.r i )_'_( 50:1 T ser;a;_+ ez-a;s.?z . ) . B3 flz)=2nx
senr  senlz sen 3r 8 ¢ senx | sendx | sen br
x 1 T ")_I( T R T +)

b



an 2 cos(@m 1)z sen me 4
466, __‘.-TE +Z{ M A5 — X

4 {2m - ‘J;’
ma=1
3sen 3z S
EEL S sen 5 sen Sx 2 SO0 mnx
Sk e — st D C )

m=1

o
1 4 cos (2m + 1) nx o ok 4
e E ey e s s = - B

472, Fig)= Vzn . u—:':l;j;:)wsz . T3 fo(g= suus—zsen{z!?.] 5
z o2 (2/2)—co8 z 5
xY L. =2t 2
Capitulo 1V

481. y = arccos 7. 482, ZeV (y 1) = 2 + 1. 483. (1 + 2P gy = &,
484, 21n| sen y | = A" 1¥ _ 1 485, 33} afh = arctg . 486 In |tgy|=

= 4 (4 = cos 2). 487, 2% — w=13/32. 488, y=e"TEVED ygg 0 oy
=ty 480 YT F 24 Vit @=Cc8l. (d — VT -~V T—pf)=
= Cay. 492, 2senz + In | tg (»/2) | = C. 493, 2+ yseny + cosy = C.

494, p=Intg (e nj4 —1). 495, y=Intg(chz| €. 496. 3=
=a sen {arcsen (zfa) + €); la respuesta se puede escribir también en
laforma y Y BE——z @ — Pr=Cp. 497. 2y +2Inz—Iny=2
498, 3arclg 22 4- Zarclg vt = /2,499, x+ y — 2V 242 y+2In| V24
+ (g —1) =C 500 VIsenx+ seny — cosy = 0. 501. tg (1/2) =
= C [tg (@/2) 4+ 1l [1 — tg (z/2)]. 502, {3/2) ln (y* 4 4) 4 arctg (¢/2) =
=V F T e ri3—(e+2+4+ P Far+ 1)+ C 503 tgztgy=1.
504, y = arctg € (1 — )%, 505, y = Cfz. 506, A, = Ageht, 507. 1) ~56,6 g.
2) =784h. 508, 18,4 min. 509. t = 2a tg? o (H*% — B2)(Saw |/ 2g), T =
= 20 tg? a8 (50w | 2g) = 844 s = 14,1 min. 510, =46 min. 516, Cz =
= MOS0 517, 4 =< Cze-wx, 518, In z = (y/z) [ln (yfx) — 1] + €. 519, y2=
= 42%In Crx. 520, y = rarcsenz. 521. 14 sen (y/z} = Cxcos (/).
522, arctg (0,5p/z) — 2In| r| = n/d. 5230 y? = z*ln €% 524, arcig (y/z) =
=InCVyYET # 55 yp=—zinll—Inzx|. 526, (v/z)-arctg (1) =
= In € V2 1527, 2 + 10232 4 5zyt = 1. 528, 182y = (y -+ 4dz—Cr®2,
529. Inj yl| — cos (3afy) = C. 530, y= -z} O —1. 53 y—1=
=C(r—1). 53 3242y —d+2ln|jx+y—1|=0 58 2+ ay—
—pl—z 43y =0C. 536 2+ 2zy— yt —do+ 8y =C. 5. *— 2+
+ 2y —bx-F By —6=0. 541 (1/2)s2+ zseny —cosy = C. 542. =y +
- exsen y = . 543, (1/2) 2%y + zsen y=C. 544, (1/3) 2* + ay* + 2y + V=
=1. 945 y** +zlny=1 546 ({+aseny+ (1 —p)senz=C.
587 Play+ 2z + 1) =C. 548, 22+ 3y + 3zseny = C. 549, pe=+
L2yt = . 550, 2ty + 2evgon p = €. 551, zlny + y%cos bz = 5
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552, raresen x o+ V1 — 2 f 2y - paretgy — (U2 ol 455+ y = €.
553, Fy—cosr—seny =, 504 S S =1, 555 zilgy-+
+ yotgxr= C. 556, arctg (x/y) — xy + e¥ = €. 557, y= Cz — Inx — 1}
po=1/z% 558 y = r(C —senz); p= /% 350. =y (C+ yh p= Ly%
560, 2y — VT — 2= €; p= 1) 1=4 569. y = z (sen = + C). 570. y =
= {z2/2) + C). 571, cos z (x -+ OW{1 4 sen z}. 572, y = a (x — 1}/a%,
573. y= arclg x — 1 4 Ce @8 T 574y = ¢~8NX 4 aregen x — 1.
575. p = tg (z/2) [(1/2) = + (1/4) sen 2z + €L 576, y = (1/2) 22 In 2. 577, y =
= —cosr. 578, = Oy + y2. 5TY. v = vos 3r [1 — (2/3) cos 3z]. 580, r =
= ¢y* — Uly. 581, = Cy*+ y¥/2. 582, y'% = Ca®? — (3/7) 2% 583, y=
={r— DIAC —x). 584 p ' — tgz = (Incosx + C)r 585 y = o5 {4
4 C). 986 y= o [(1/2) X + 11t 58T, yo=secxl(@ 4 1), 588, z=
=1/ly (z+ C}. 389, y=se?ritgr— x4 C) 590, 24 yr= eV,
594, z=opsenp, y=(p*—t)senp 5 peosp+ C. 585. z= et4C,
y=eP(p— 1), vhin y=(z—=C)lln(r— ) —1]. 596. =2 (n p — p),
y=2p—pt+ €. 597 z= [V 1+pT— Wpl+ oV T+ P+ Cy=
pPIVITP. 588 xr=2p+ 3p% y=2p7+ p*+ €. 590, ==p {1+ er),
y=05p + (p* —p+1)er+ €. 600, =P (2p°—2p+ 1), y=
=i (2pF —3pt 4+ 3p—15 L 0. 60, z=05Inp4Inp+ O, y=
= plnp. 604, La solucién general es y = Cr+ [V 52+ #°C% La solucién
z= —atpll/ Bt | ap?,
vt/ FE TR,

es y = Cx — 1/C; la solucion singular, {

singular, [ o bien -—-1'— 1, 605. La solucién general

T
# = —UE%  bien y2e—4r. 606, La
y=—2/p,
a=12p—1
y=p,

o bien y= —-(x—} 12, 607. La solucién gum'rnl es y=Cx ; OV 4 45

solucidn general es y = Cx + C(1 — €); la solucidn singular, {

la solucidn singular, { g —2P 4 bien y=1 _T . 608, La solucion general

2,

z=C(p+1), z—Cp
e { y = CpY2, E
y=—2z. 610, y = (1/48) z¢ - (1/8) 2® + (1/32) cos 2z. 61, y = z cos z —
— 3gen x4+ 22+ 2z. 612, y = lnsen r -+ Cyx* + Cyz + Cy. 613, y=
= (1/3) sen? z ++ Cyx + Cy. 614, y= —(z 4 3) e* + (3/2) 2 + 3. B17. y =
=(3z% — 4z — 3627 -+ T2z + 8)/24. 618. y — (urcsen z)® | C, sarcsen z + .
B19. y = =4 [(Ciz + a0+ Cyz + CA5CY. 620, y= (1 + %) x
XIn(l4 Cz)— €'z + Co 621, y = (5 — 322 + bz + 4)/6. 624 0,5%
®in 2y + 3) = Cyx + €;. 625, y = ™. 626, = (z+ Co) = aln[ly + &+
+ Vv + C)F — atal, o bieny + Cy = Hach (z+ Cy)fe. 627, Iny=
= Oy 4 Cyex. 628, y = =+ 620, InfC, v+ 1) — 1=
=Cilz+ Cp). 830, 2=V 5 — 0,5€; In (2177 + C3) + Cy. 633, y=C,e51=.
634, y VT F €1 + Cf In (v + V 5"+ 0D = & (—v*+20{z+3Cy). 635. y=
=Cyz + C3+ 4 (Coz + a*M/(15C3). 636. y~ —Inj 1 — z|. 636a. ¥ = =
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0 bien y= 3 lus soluci singulares son y=10,



=1
+ l/ﬂ_—u* 637, = —alncos (zfa), 638, =1+ lneecx.
689, 5= K (amtim _ 1) ”‘*" 642, y= €yt (€3 — Cor) 0l 2.

643, y = (1!2'] a4 Cizlnx + Cox. 644, y= Cpeenaz + Cpsen®zx.
647, Bi. 648, Si. 644, No. 650, Si. 651. 8L 652, No, 660, y = Ce™ 4 Cye-*.
661, y = C,cas5z + Cosen5z. 662, y= )+ Cyex, 663 y= () +
+ Cpx) e, 664,y = O Cox -+ g6 + Cyaev, 665. y=
= (" Vi 4 Caem = V2 Y cos (za | H2) + (Coe™ VIR om0 vi;:) %
X sen (za )/ 2/2). 666, y= Cycosz+ Cysenz -+ Cycos 2z + €4 zen 2z,
667, y = 4e~3 — Je-2*, G6B. y = xe®, 609, y = —(4/3) &* cos Jz. 670, y =
= 2 sen {2/3). 671, y = (5 — 2¢-9%)/3. 672, y = |/ T son 3x. 673, y = sen = +
+ (L/}/ 3) cos z. 674, x = C, cos bt + C, sen B2, o bien 3 = A =en (po + P1),
B= | aim. 684 y= (&% + 22 + &VB. 683 p= 0,5z (z2) o7,
B86, =2 &% (C) cos dr + Cy sen 4x) - (14 cos r + 5sen r)/102. 687, y =
= —(11/8) cos x + 4 sen x — (1/8) cos Ja. 685, y o= Cyel® 4= Cpe¥® -
o (22% 4 53z 4 41)/B4. 680, y = AeX® — r— 4. 690. g = (18) sen 2z —
— (144) ( cos 2r — 1), B9,y = €+ Cge'" — (1/6)- (2ch 22 +— sh 2z).
692, ¥ = (1/18) (4= — n)sen 2z, B9  py = Oy o+ Cpe i {H'Hé} 'S
X (1 — 122) o7, 694,y = Cp"% 4 €™ o 1 (2™ — by — P).
695,y = €y + Cpe* — (1/2) 7 — (1110} r cos 2z + {2/25) sen 2z, 696, y =
= 8% 4 Cpel® e (2% 4 2 - 22) %, 69T, y = xchaz. 698, p= Cpe¥ 4
+ Oy & (1/4) z sh 22, 099, y=¢ ""* ¥[(, cos (r ten q) -+ Oy sen (r sen )+
+ €y sen (v + sen g1} 4 cos z. TO0. y = «* () cos & + 'y sen z) — 0,51e% X
Xcosx. 0L y= (1/8) cos =z — (1/8) cos 3z — (1M X sen 3z + (n/12) X
¥ sen 3z, TOIL. g = €% (3 cos G — Sen 2x + 6 sen r — 5 cos ). T0A ma 4
+ar= 4 =n wit, z=Cycos Pt + Cy sen Pt + [A/{e — mod)| sen wt, si @ e
=f= ; "alm, yx = €y cos Pt =+ €y sen Pt — LAG2E m))-cos Pr, &1 w=ff =

=1 aim. 705, = Cyrasr+ Cosenr — (1| Zicoszin| cosr +
4V stz — 12| + (11172 X sen zarcsen ([ Zsen 2). TO6. y = Cpo-4
+ (172) % In {1 4 %) — -5 | o™ arelg X, 707, y = C cus 2z

-+ €y gen 2z 4 (1/4) sem 2z Intg 20, 08, p = € cos (#/2) 4+ O, sen (r/2)4
4+ 2z sen (2/2) + 4 cos (z/2) x In cos {(x/2). 709, t= (3 I (174
F12) 3 s T y==z(Cieos In 2+ Cosen ln 2. TUh y= Cur 4

Cer T (U X (9 In* 24+ 24 o =+ 26). TS, y=Ccos In z4
~+ Cgsen lox — (1/3) sen (2 ln ) 716, p={(n*z+ 2in x4 2) /(22),
_ i X2 1 *
T, = (12—l 212t Inz. 710, ymCy (- +ar—g5 )=
—{'De'*"‘i ila solueidn existe sobre lodo el eje numéricor. 720, p=
(—Am2on 1 1 o
= Z 4| ] B _i'+-§_ iia selucldn existe sohie tode el e)e
o a0
) (1) 720 [—11n ginnl
wumécicol. 724, y=Co X Fig 5y 012 Ta5. [Ty =

Nam ()

M2
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lucidn  exisle  sobre  lodo el eje  numérico). 722, yv=

o0 Ll
m " FXithe ) ” 2
= Z T3 flzn‘_”—fhz 4. Th (la solucién existe sobre
e Tham |
) i [—§)m zan+i
todo el eje numérico) 723, p= VR B YT PR (la  soluciém
n==()
it = 3t 1722
existe sobre todo ol ¢je numérico. 726, y=1 +_1T+T+ T-{-,.. i
= o 12z o P z3 4zt _
727, 9_'72!_+T+"' . 728, gzi-,~1—r+—3|—+—4!—-+... . 729, y==
z 2 z? at
=4(1—I—E+T—W-+T—.,.)+2[1—1J=6e"+:2z—1!. 730, y=
3t Bx? 34t 1 1 5
St o beos Blomac gty
—-2-13-:-"—,.. tlas derivadas sucesivas parn r=0 estin ligadas por la
relacion recurrente y{+# = M Lo, 0= gg4 7y ()= (1_ :: ot
x4 - 2 a4 2 Eal
‘sirg—) o 75 v [clu (1— T — )+
iy x2 F3 * V8
4 g (1+Tr__ﬁﬁ+J] 736. y=0C (T) b4
Ak, 230 -213 o — A}k zh
XE-—'E—r—JrCz(%) " — 7T -
k=i KT (‘3‘ **’) K= kIL‘(—3-+k—H)

=263 —ol, y=204ol. T4L. 2=Cy 4 Coe™t—(3/49) t (1t+2), y= —(2/3) €, +
+(U2) Coe™ <+ (1/48) (1485 — 32 — 1), T2 x = Cpet + Cpe~t - (1/8) e,
¥= —Cet + Cge~t + (5/8) €. 743, y= Cyco8x-- Copsonz+shz, 2=
=Cysenz— Cycosz-f-shz, 746, 2= (1/4) (3 + Se~t) o (1/2) tet — 1,
V= (5/4) (¢ — e~t) + (/20 tel—t. 745 2= (1)t + 2, y= (2/3) 1+ 4.
766, z = (C;+4 Cat)et + (1/2) cost, y= fCs(l =) — Cylet — 2cost -
—(1i2) son t. 747, z = Cyed + Cpe=dt, y = 301 — Cpedt. T48. x= t/3 +
F G,y =Ciet — 3 — 208, TES. z= —[(1+ C)t+ G, y =
=—Cr it + C) t 4 Gl 750, 2= Cpe=t 4 o8 — (3/T) o, y= Cyrt —
— (4/5) Cye~t + (W/14) et. TBL. 2= ™V 22% () cos (tm 1/ 2/2) + Cyson
tm V32 + VI % jo, cos (tm V&2 4 ¢, sen (tm |/22)],
v = &mVEZ x [Csen(tm VF2) — €, co8(tm Y F] + e~mVER o
X €y cos (tm |/ 2/2) — Cysen (tm )/ B/2). 752, 22 = C} (2t + Cpl( + CE 4
+ O3 pt= CR (2 + G+ CE+ R 2= C§ (2t + G/ + CF + C)-
T5B. 2y = Cyeaf - (ot zy = Cyedt — Chest. 759, 1) = 2C3eM — 4C,e~5t,
= Cre™ + Cpe ¥, 760, z, = Cye~t + Caett 4+ Caedt, 2, = Cyet 4 Cye¥t—
— Cye®, xy= —Cie~t + 2Cye™. T61. 7, = Ciet 4 Coet - Cyet, z,=
= Cief — 3Cqe™t, 23 = Cie' + Cae™ — 5Ce~t, T62. z, = % () cos 5t
+ Cysen 5t), z,= M (—C, sen 5t 4 Cacos 5t). 763, z; = 2C,cost 4
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4 20 sent, zy= (03 — Ca)eost—+ (O~ Cyhsent, 764 z; = 20y e~t -+
“+ 2 (40 + Cy) cos t — 2 (4C, — Cy) sen i, 2y = —2C1e7t + 3 (5 + 3Cg) X
X cost + 3(5Cy — 3Cs)sent, zp= Cyet 4 (7C; + 11C;) cos ¢ + (703 —
— 11C,}sen t.  TB5. x = ¢! (Cyf + Cg), v = 8Lyt + €; — ;). 706 x =
= —Zet (Cysen 2t — Cycoslt), y=¢f (Crcoalt+ Corenlt). 767, 2=
= et (Ogt + €y), y = e (€] — 20, — 2041},

Capitule ¥V

773. P (A) = 0 (el evento es imposible). 774. 1/4. 775. 1) 1; 2) 1/5; 3) 3/5.
776. 499/1998. 777. 1/406. 786. 1) alia--b + c); 2 bla + b + o) 3) ela+
+ b+ o 4) {a+ b)ia -+ b ) 5) (a+ /(@4 b+ ¢ 6) (b+ s+t
). 787. bd(a+ b)(c -+ d) L. B8 py+ py— Zpype. 789, 4 — B
790. 1/3.794. = 0,88. 792.1) 22/145; 2) 54/145; 3) T2/145. 793. 0,7.794. 0,375,
799. T/64. BOO. 21/32. 804. 4/0. 802, 27/128. BO6. 15. 808. No, el problema
siempre tiene solucidn, ya que (mg=+¢)p — (Mme— plp=(p+ gQifp =
= 1/p > 1. 809. El primer obrero, 114 articulos; el segundo, 112. 810, 60.
815, 1/3.

z l 1] | { | 2 | 3

f22

72 | 0,343| 0,441 0,188 ) 0,027

2 |314|5r6|7
823 . 824 ja=1/n:
pe 11616 | 1s e | 4e
2) Pla;2<< X < n)=1/3. 825. P(n< X < oo)=1/4.
o8 z<z(;
826. a - 5; F::)—{ 0,5 (1—ros z), si O=lrCm;

1, ;e z>n,

0, sz Oy
827, F [.v;n{ 5/8, si0<<e g1
1, 81 2>=1.

(1] 1 2 3 &
I 5 I O I LW (R o0 M (Xy=3,00; D (X)=1.20.

pe |0.010]0,077[0,230] 0,346 0,259 | 0,078

B31, = 1/4; M (X)= 10/15; o, = 17447225 = 0,44. 834. M= 20,835 a=
=075 M=p=23 838 P@=z< 5 =(5— 31/ =1/3, 839. 25
842. 1,000055. 843, M (X = min) = p. D (X) = po/n. 849e. Af [X] = 04.
D[X]=0,16, ¢ [X] = 0,4, 849f, P (015 < X < 0,6)=0,3349. 849g. M [X]=
=4, 840h P (03 = T < ) = 03 _ b5 o p2231,
849i. F (24) = 0,3812 es la probabilidad de que el elemento falle. F (24) =
= 00,6188 ez la probabilidad de que el elemento no falle. 849j. R (1000) =
= o 00021000 = o3 () 1358, B5Z. 4,4%; el resultado uhtenido no dependn del
valor numérico de m. 853, 0,34; 0,14 0,02; 854a. 0,424, 854b. 0,8185.
854c. 0,0876, 854d. § = 0,4% N, 854e. 0,7328, 854i. 0,018. B854 0,081,
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854k, 0,156.. 857, ay = 4 ay = 20; oy = 1168, o, = 752; p; = Oju, = &
By =48 @ =352 S, =08 E,——08. 858, ay=1; o =16;
as = 3/2; o= MM wm=0 pg=1/06; py=10; p,= 115 5§ =0
Ey= —08. 850. A= 1/2; E, = 3.

m 1 A
864, P([W——}cﬂ.ﬂi =
865. :-(I-— |< L. 886, /4, 869, 0.954. 70. 1.

878 1) b= 1/20; 2) m, = 22, m, = 41; 3) ol = 56, 67 = 259; 4) ry =
= 0,56. 879. 1) a = 24; 2) my= my = 2/5; 3) o} =0} = 1/25; 4) ryy, =
=—2/3. 880. 1) a=V2/m 2) me=my = 0: 3) 2 =d} = /@3 I
4 ry, = 0. 883, r,, = 0,684 7= 3,64z — 0,15 &z, = 0,42y + 1,24,
884, 1y = 0.321; i = 1,21z — 2,45; z, = 0,085y + 10,58. 891L. z = 10,005;
D (X) = 0,010475; ¢ (X) = 0,1023. 892. y = 10,84; D (¥) = 34,97, 896. o, =
= 6,32; g = 44.64; ay = 340,16; oy = 2743,68; g = 0; py = 4,6076; py =
= —1,3425; p, = 56,422; S, (X) = —0132; E (X) = —0,442.

0, sl x < —1,09;
898, M (Xi=4,13; D (X)=9,07; f(z1={n,osa, si — 100 < r < 9,35

0, si x>9.%.
900. M ()=5.06; D(X)=5,01, 902, M (X)=502. D(X)=823, 0(X)~ 2,67,
flz)=1/(2.87 V'?.T; o-(x=B,02)%/(2.2,878)

Capitulo V1

A4, z=zy+ g lz)+ Pyl N5 2=z 1)+ P2 (¥)+ 45 (£)+pa(x)y 919,
!E(SJ’Z)-——tgl‘z;:!}‘w(::::g:] . 920, =zl piy?—2). 921. Paraboloide
a*
de revolucién =224y, 925, -—g—-;f]-«-—ﬂ E=yiz, n=y. 926. 5‘3:1 %:0.
%z
Bmst ne=dety. 92 Gt gt (g ) =0 B0

n=azt 9. u=z(1—t). 932, u={cosrsenai)/fa. 933, u= —sgenz, 937. ulz,

&)= —(0,9/a%). 3 (1/k2)sen (2mk/8) sen (knz/3)-cos (knat/3), 938. u=(96k/n¥) X
h=1

o -
X ) A/[(2k+1)?] cos (2 +1) mat-son (2 +1) iz, 939. u(z, 8= "‘,‘:‘f: X
h=0 k=1

1 sen(nk/2) cos (kmh/1) 1
X5 —ﬁma—"’—mntkmwsan(kna:m. 943, u (z, ')zT[(H'
z-[ x z £ el 1
tr]a (21/1 I (2VF)_(1_T)'®(2'V' )]+ %
x-l/%1,-f«+m.rtm_2,-wuu_._,-tx—mmu]_ 94h. u (z, t)= 1L . [mx
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=+l —1 8¢ i
x(ziy?)"“’(z:yr”' W =>=$2,mx

n=

X,-nzwmm:m*,aeukt;)ﬂ, 947, wm g+ (up—ug)-[In (/a) : In (bfa)).
949, u(r, 8)=(8/3)sh (In r)-sen @,

Capitulo VII

056 ) w=1; Q) w= —& 3 w=el. 957. (1 + &)i2; &; (3 — 2013,
959. (1/)In2+4 (2kn— V&) [, k€Z. 96l z= xiIn(2+ /5. 62
flo(d == /). 963. 1,752 964. 0,772+ 1,018 965, 1) £ feosX
% (sen 1) -+ tsen (sen 1)]; 2) cose+ tsene. 971, No. 972, § () = 3a*
973. ' (3) = cosz. 974 @y) = ay+ Cp, Y (a) = —az+ Oy, (A = Az +
4 € A= mgl, C=C - Cp 975 A= —1,f(s}=—tz. 976, 2a=0,
0. f() =2t +C. 978 f(z)=—cosz+ C. 983 u=4— viG, b=
= 24— 1, 984, v= (¥ —1)/2. 985 u=1, v=10. 986. u = zcos @ —
— ysen @, v=zsen ¢ + y cos @, 0 sea, la transformacién de ias coordenad

ok girar los ejes. 987. u— (ui2)2? — (v/2)*'". 996. 1+ £. 9960 @ = — k=

= . p96b, a=10,k= 1}- 996e. == 0, k= 1.907. —(1 4+ )/3.997a. | 2 | =

i

T.
999, 0, 1000. 2nt. 1001. 2ni (s + #). 1010, La region de convergencia es 1 <
< | 1| = 2. 1014, La zerie diverge en todos los puntos del plono, 1042. 1) f {g)=

997h. |11 = 1? 997c. Rez = 0. 997d. arg s = —-’-25. 998, 0.

" i 1
=gt D fO) = e mm.ﬁﬁ—%-&

+;_:+_;"|'+"" 1044, 1 son polos de primer orden; 4 i son polos de

segundo orden. 1045, f(s)=1—(z—1) = (z—1P—(z—1P3+...; la regifn de
2 4

convergoncia es |s—1) =<1, 1016. f[=]=Ti!-—%!-+'-;—f'—...‘, la serie con-

~

verge en todo el plano, 1017, ,f(z}:Z %(:“+:"‘). 1027. 2t 1028. 1;
n=1

—1. 1029, —1, 1030. 1, 1031, 2na?. 1032. Zmi. 1033, O, 1034, 2n/{3—1).

1035. 3n/8.

Capitulo VIIL.

w2 P B(P+204 8) . T
1041, jip)= W- 1042, f(p) m. 043, {(py=

- P Foo)— a(pt—al—bt) ol
= 1044, 1(p) PP —a T F (a5 1065, fim=
b p¥-} at—p%)

— Fonis pipt—a® Lb?)
=To—errolierarrer M TS T e

iar
1k



1047, fipi= Ipfim, . 1053 f(=14—(118) cost+(1112) cos 2. 1054,
flt)= —(1/3)ef 4 (1/d) e 2 - (1/12) ¢~ 1055, fi1)=1—2et 3, 1056. | {t)=

5 k k. 1th k. 13k
= 14— (1;3i ch t+ (1/12) ch 2. 1057. ”»”“J{T_'{ﬁ%l—*%—' e

¥

t
1 )
1061, !—cosi - p_"'ﬁ?—TuW' {062, ;r:;=uj cos{i—T)cost

1 o =
dr= —(seniteost, 1063 (1—2p-y 1o, 1064, (pP—p? 4 2p—2)-y (p)—

—p—1. 1083, —S’-f}'l (1),

1072, y = e, 1073, y = sh¢. 1074, y = 0. 1075, y = (1/3) tet — (7/0) ! —
— (210) e=U. 1076, y = — (5/2) et + 46 — (3/2) St 10TT. T = (5/2) & —
— (12 M,y = (5/2) et — (1/2) e~¥, 1078, == (B/5) S — (1/5) e-tt, y =
= (3/5) e - (2/5) e=¥_ 1079. p (1) =1 1080, y (1) = ¢. 1083, 2t — 42 — 3
1084, —1/6 + (1/2) ef — (1/2) €3 = (1/8) &%, {085, (1/8) (22 + Bt 4 3) of —
— (1/24) et 4 (2/3) sen (t |V H2 4 nf6). 1090. u (z, ) = A4 cos (nwaril) ¥
X oeos (nnxfly. 1091, u (&, ¢} = B sen (nnat!l) sen (amzfl), 1092, u(z, f) =
= A Fri (axi{2 |/ 1),

Capitule IX

1098. 0. 11, 12, 31, 16, 5. 1099. ]—4, =3[, fo, 1, J3. 40. 1100, 1,94,
1101, 2,09, 1102, 0,33; 1,30. 1103. —1,15. 1104. 1,14, 1405. 0,42. 1106, 3,62
1107, —0,56, 1108, 1,27, 1114, & = 1,70997. 1115, & = 1,23426. 1118, 2,214,
1119, 1,37973. 1420, —1,4142, 1123, y = — (247 — 1522 4 25: — )3
1124, y = 0,2 (% — 132* + 69z — 92). 1125, y = 2z — {.
# | 65 ' 6.6 | 8.7 i 0,3 | n.9 [ 7.0
1128

1z r |0,8125(0.8195]0 5261)0,R325)0, 8388]0. 8451

129, 39,0625, 1130, f(s) = 2" + #2+ =+ 1. 1135, 0,5000. 1136. 1,169121;
85 = —0,000004; el valor exacto de la integral es § (/2 — 1) — 21n{(2 |/ 2 +
- 4)/3] = 1,16012 . .. . 187, | by | < (A¥42) (b — a)-M,y = 0,07 (Afy es ol
valor mdximo de | /* (z) | en el intervalo de integracién. Por eso es necesario
efectuar el céleule con tres cifras decimales (para ohtener dos cifras decimales
exactas) : J = 1,35. 1138, 0,69. 1139. 0.24. 1140, 0.75. {141. 0,67, 1147. 183,
552. 1153. El valor exacto de J = 62,572; 1) F = 62,673; § = 042%; 2} [ =
= 62,730; § = 0,03%; 3) [ = 66,500; 6§ = 599%. 1154, El valor exacto de
J=0747; 1) 7 =0748; § = 0,13%; 2) J = 0800, 6 = 7.1%. 1158,

= [0 |01]02]03 v [00] 02| 0304
1159,
g |t 1,2]1.45]1,78 v | 0 | o00t] 0,005 |00t

$180: x | 2 ‘251’ 2,2 r 2,3 ] 2.4

v | 458|944 15, 78l54,85
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.r|0]0,2fllé 0,0 {!.Bii.ﬂ 1.2
1161, .

el ol as] s s 27l e,or] 124
COpt 12| LB 18] 2.0

16z, = 1 1 [4,07(1,47/1,30(1.45

v ] 1 ]1.4]15.8221]2.08]3.06 1165

;|n| 0] 0.2 | u.3| 0.4 | n.5| U.G! 0.7 0.8] 0.9| 1,0

9 | -1 -0.975 —0.949] —0.9211— 0,888] — 0.842] - 0.802] — 0,744} —0,675| 0 503| —0.485
1166.
2|0 [ 04|02 03] 04]05]0.6]07]08]09]10

w ] 1 11,05 (102 1,20 | 1,201 1,39 | 1.50 | 1,02 [ 1,75 | 1,80 | 2,08

168, 1,78, 1169, 0.02. 1172 3, =(1/N =%, o= (1B 21837, yo=
= 11/3) 29— (1/63) £7 -+ (2/2079) =1 =-(1/50535) 219, 1173 yue"“’ 174 yp=

1 " Ea (i an 1y, 3,4,5,...%
__”'[' ar“‘""f“_"nrJ =H {'1:"“_

L
i zen™ ” "
sucosion bilateral. 1175, yn (2= 2 wml I. la solucién auténtica es
m=0 o
2 :
. ’ nm (x
o (2h=2""%, sucesién de las funciones inferiores, 1176, yn (z1= E si-;;-—] H

m={)

en(x), qcesidn de las [unciones inferiores.

la solucion aulénlica es yirj=e¢
1179, y=0,2792 4 71.14.

1480, § = 11,58:%289%¢ 4489 , — 111,7 + 1,663z + 0,0043722. 1183, S =
= 33,02¢1:985, {187, 1) y = 3,023r — 1,08; 2} y = 0992z — 0,90%; 3) y=
= 1,802 - 2,958. 1188. 1) y = —0,1452° + 3,324« — 12,794; 2) y =
= 1,009:2 — 4,043y + 5045; 5) p = —0,102:2 + 0,200x 4 0,806. 1189, § =
= 57t097 1190, 1) 5=92,~015 2) § = 0,490 15 1192, ¢ (x) = 027232 4
—+ 0,50037 + 1,3426. 1193, @ (r) = 0,6702%— 0,728z — 0,350z |- 0,043,

Capitule X
1206. No tiene solucidn. 1207, =z e! —z0e¥. La integral no depende del
caming de integracion, 1208, y==x. 1209, y=—1— rf—r4-1. 1210, y=
= | EFBr—2%, 1241, y=0. 1212, y= }'Ze™ % gen o=, 1214, y (x) = 0. 1215,

2
1 2 4 1 1
y=(l—rishz, 1217, =, :_-;;—I. 1218, =g 1 1220.
@z 9%
s T =0. 1221, ——-i--l- oy* =1z, ¥}



Suplemento

Tatla 1
Valores de la funcién gamma T () (1 1< p=2)

» Eim r ) » I'ip) » rim
1,00 | 1.0000 | 1,25 | 09054 § 1,50 | 0,8862 [ 1,75 | 0,919
1.1 | 00943 | 1,28 9044 | 1,51 8466 | 1,76 9214
1,02 9888 | 1,27 a025 | 1,52 &s70 | 1,77 9238
1,03 9835 | 1,28 0007 | 1,53 5876 | 1,78 9262
1,04 o784 | 1,20 8990 | 1,54 8882 | 1,79 9288
1,05 9735 | 1,30 8975 | 1,55 8889 | 1,80 9314
1,06 9687 | 1,31 8060 | 1,56 8396 | 1,81 9341
1,07 0642 1,32 8946 | 1,57 8905 | 1,82 9368
1,08 9597 | 1,33 8934 | 1,58 d914 | 1.83 9397
1,09 9535 | 1,34 8922 || 1,59 8924 || 1,84 9426
1,10 9514 { 1,35 8912 | 1,60 8935 1,85 D458
1,11 9474 1,36 8902 1,61 8947 1,86 0487
1,12 9436 1,37 8893 | 1,82 8959 | 1,87 9518
1,13 9399 1,38 BEBS 1,63 8972 1,88 9551
1,14 9364 | 1,80 8879 1.64 8986 1,89 9584
1,15 9330 1,40 8873 | 1.65 9001 1,90 9618
1,18 9298 1,41 8868 1,66 9017 1,91 9652
1,17 0207 | 1,42 8864 | 1,07 9033 | 1.92 9688
1,18 9237 | 1,43 8860 | 1,68 a050 | 1,93 9724
1,19 0209 | 1,44 8858 | 1,60 9068 | 1.94 9761
1,20 9182 1,45 8357 1,70 086 1,85 0799
1,24 9156 | 1,46 8850 | 1,71 9106 | 1,96 9837
1,22 9131 1.47 8856 | 1,72 gi26 | 1.97 9877
1,23 9108 | 1,48 8857 | 1,73 o147 | 1.98 9917
1,24 9085 { 1,49 8858 | 1,74 9168 | 1,99 9958

2,00 1,0000
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Valores de las funclones

Tabla IT

x =
2 1 5 2,
= = — —tt - g =53
@ (+)=erf (z) Vi Dje it yB(r)= Ve ) et ar
z ow|Bw| = |o@ |8 *x je@|Dm| = o T
0,00 10,0000(0, 0,60 |0,6030(0,2257 1,20 |0,9403|0,3849] 1,80 |0,9891]0, 4644
02 | 0228 62 | 6194l 2224) 22| 0455 82 | 9809 4856
04 | 0451 Of B4 | 634 2399 24 | 9205 3925) 84 | 9907| 4671
06 | 0676 02 66 | 64041 245 26 | 9252| 3Jo621 86| 9915 4086
08 | 0901] 031 68 | B63S| 2517| 28 | 0207 899T| 88| 0022 4699
0,10 | 1125 0,70 | 6778 258011,30 | 93400 408201,90 | 9928) 4T3
12 1 04 72| 6914) 26420 32 | 9381 4066 92 | 9934 4726
4] 1 0557 74 70470 2703 34| 9419 4 94 | 9939) 4738
16| 17 76| 75 276 36 | 04560 4131 96 | 9044 4750
18 | 2009 0714 78 | 73c0| 282 38 | 0400 44620 08 | 9949) 4761
0,20 | 2e27) o793 0,80 | 7421) 2831f1.40 | 9523 41920200 | 9953 4772
22 | 2443 08T} 82| 75 293 42 | 9554 42221 o5 | 9963 4708
24 | 2857 B4 | 7651| 2005 44 | 9583( 4251) 10| 9970] 4821
26 | 2869 1 86 | 7781 3051) 46| 9610 427 15 | 0976) 4842
28 | 3079| 11 88 | 7867 8106] 48 | 9636 4 20| 9981 4860
0,30 | B2860 {17900,90 | 7080 315841,50 | 9664| 438202.25 | 9985 4877
32 | 3491 12§ 92 | 8088l 321 52 | 9684) 435 30 | 99R8| 4802
34 | a604f 1331F 94 | 8163 3264] 54 | 9706 4332 35 | 9991 4006
36 | 3803 1 96 | 8254 3315] 561 9706| 440g| 40 | 0903 4918
38 | 4080 1 08 | 5342 8865 58 | 9745 4429 45 4928
|
0,40 | 4284| 1554{1,00 | 8427} 34131.60 | 9763 44sz(2,50 | o9906] 4938
42 1 4475) 1628 02 | 8508 3461) 63 9780] 44T 60 | 9998 4853
44 1 4662) 17000 04 | 8586 350 64 | 9796) 449 70 | 9999 4965
46 | 4BA7| 1772 06 | B6BL| 35 66 | 9811 451 80 | 9999 4974
44| s027) 1844 08 | 8733 ssoal 68 | 9825) 4535)2,90 10.9opg| 4981
0,50 [ 5205 19151,10 36490 4,70 | 9838| 45541 3,00 [1,0000] 4986
52| 5319) 1 12 | 8868 3686y 72 9850 4573 20 [1,0000 4993
54| 8649 205 14 [ 8931 3 T4 | 9861 4584 40 [1,0000] 4996
56 | 57161 212 16 | 8904 a7y 76 | 9872} 460 B0 [4,0000] 4998
0,58 (0,5879,0,2190¢1 ,18 [0, 0, 1,78 {0,9882(0 4625/ 3,80 (1,0000/0,4999




Tavla 117

Valores de la funcién 2, = l___ e w2
1 2n
u u i 2 # 4 5 L3 K 8 9

0,0 | 0,3989 | 38R0 | 3089 | 3083 | 3030 | 3084 | 3082 | 3080 | 3977 | 3973
0.1 3970 | 3965 | 3961 | 3956 | 3951 | 3045 | 3939 | 3932 | 3025 | A8
0,2 3910 | 3002 | 3804 | 3885 76 | 9867 | 3857 | 3847 | 3838 | 3825
0.3 3314 | 3802 | 3790 | 3778 | AT6H | 3752 | T30 | 3726 | 3712 | A7
0,4 3683 | 3068 | 3653 | 3037 | 3621 | 8605 | 3589 | 3572 | 3555 | 3538
0,5 3521 | 3503 | 3485 | 3467 | 3448 | 3420 | 3440 | 3391 | 3372 | 3352
0,6 3582 3312 | 3292 | 3271 | 3251 | 3230 | 3209 | 3187 | 3466 | 3144
0.7 3123 ) 301 | 3079 | 3056 | 3034 | 3011 | 2089 | 2968 | 2043 | 2020
0.8 2897 | 2874 | 2850 | 2827 | 2803 | 2780 | 2756 | 2732 | 2700 | 2685
0,9 2661 | 2637 | 2613 | 2580 | 2565 | 2541 | 2516 | 2492 | 2468 | 2444
1.0 2420 | 2806 | 2371 | 2347 | 2323 | 2209 | 2275 | 2251 | 2227 | 2203
1.1 2479 | 2155 | 2451 | 2107 | 2083 | 2059 | 2036 | 2042 | 1989 | 1965
1,2 1042 1919 | 1805 | 1872 | 1849 | 1826 | 1804 | 1781 | 1758 | 1736
1,3 1714 | 1681 | 1669 | 1647 | 1626 | 1604 | 1582 | 1561 | 1580 | 1518
1,4 1497 | 1476 | 4456 | 1435 | 1415 | 1394 | 1374 | 1354 | 1334 | 1315
1,5 12905 1276 | 1257 | 1233 | 1219 | 1200 | 1182 | 1163 | 1145 | 1127
1,6 1109 1002 | 1074 | 1057 | 1040 | 1023 | 1006 | 0989 | 0973 | 0957
1,7 0940 0925 | 0BCO | DBO3 | OBTH | 0863 | 0848 | 0833 | 0818 | 0804
1,8 0790 0775 | 0761 [ 0748 | 0734 | 0724 | 0707 { 0694 | 0GS1 | 0669
1.9 0856 0644 | 0632 | 0620 | 0608 | 0596 | 0584 | 0573 | 0562 | 0551
2.0 0540 0529 | 0519 | 0508 | 0498 | 0488 | 0478 | 0468 | 0459 | D449
2.1 0440 0434 | 0422 | 0443 | 0404 | 0395 | 0387 | 0379 | 0371 | 0363
2.2 0355 0347 | L339 | 0332 | 0325 | OMT | 0310 | 0303 | 0297

2,3 0283 0277 | 0270 | 0284 | 0258 | 0252 | 0246 | 0241 | 0235 | 0220
2,4 0224 0219 | 0213 | 0208 | 0203 | (495 | 0184 | 0189 | 0184 | 80
2,5 0475 0174 | 0167 | 0463 | 0458 | 0154 | 0154 | 0147 | (M43 | 0439
2.6 0126 | 0132 | 0129 | 0120 | 0122 | 0119 | 0146 | 0413 | 0110 | 107
2,7 0104 | D101 | 0099 | 0086 | 0093 | G091 | OUBS ! 0086 | 0084 | 0081
2.8 0079 | 0077 | 0075 | 0073 | 0071 | 0069 | O0BT | 0065 | 0083 | 0061
2.9 0060 | 0058 | 0056 | 0055 [ 0053 | GOGY | 0050 | 0048 | 0047 | 0046
3,0 0,0044 | 0043 | 0042 | 0040 | 0039 | 0033 | 0037 | 0036 | 0035 | 0034




Tabla IV

Valores de las probabilidades para el criterio y*

1 2 3 4 B i3 7 B
r}
1 0,373 [0,6085 |0,8013 [0.9098 |0,9626 |0,9856 | 0,943 | 0.9982
2 1574 | 3679 | a7 7358 | 8491 | 9197 | 9598] 9810
3 0833 | 2231 | 3M6 | 5578 | 7000 | 8035 | 8850] 9344
4 0455 | 1853 | 2615 | 4080 | 5404 | 6767 | 7708 &8BTH
5 0254 | 0821 | 4718 | 28780 4459 | 5433 1 4000 7576
[ 0143 | 0498 | U8 | 1901 | 3062 530B| 0472
7 0081 | G302 | OT9 | 1359 2206 | 3208 | 42801 5366
8 0047 | 0153 | 0460 | 096 | 1362 | 2381 | 3326|4335
9 0027 | 0491 | 0293 | 0818 [ 1091 | 1736 | 25.7| 3423
10 006 | 0067 | 018G | 0404 | 0752 | 1247 | 1886|2080
11 0000 | 004t | 0117 | 0266 | 0544 | 0884 | 1386 2017
12 0005 | o025 F 0074 | o174 | o348 | oe20 | 1008l 1312
13 0003 | 0045 | 048 | 0113 | 0234 | o430 | o721 1119
14 0002 | U00g | G029 | 0073 | 0156 | 0206 | 0512 048
15 0001 | oapg | 0018 | o4t | G104 | o203 | 0360 0501
16 0004 | 008 [ 0041 | 003D [ 0068 | 0138 | 0251 0424
7 ooop | ooo2 [ 0007 | w019 | 0045 0174l 0361
18 0001 | G045 | 0012 | o029 | 0082 | oiX| 0212
19 06001 | w003 ] 0008 | 0049 | 0042 | OORZ| 0140
20 00.0 | 0002 | 0005 | 0013 | 0028 | 0036 0103
2 0001 | 0003 | 0008 | Onf8 | 0038|0071
22 0002 | 0002 | NG| 0012 | 0025| 0049
23 0000 | 0001 | 0003 | 00O | 0017|0034
24 000t [ G002 | 0005 [ 00M1] 0023
25 0001 | 00OL | 0003 | OnOB|  00MG
26 0000 | 00l | 0002 | 0005 OG10
br 0001 | 0001 | 0003|0007
28 0000 [ 0001 | o002| 0003
9 0001 | 0001|0003
an o0 | 000t 002




Continuactén de la table IV

i

1 0,9994 | 0,999 [0,9889 | 1,0000 | 1,0000 |1,0000 | 1,0000| 1,0000

2 9915 996 9985 9994 9998 9999 | 1,0000| 1.0000

3 9643 9844 4907 9955 | 0979 9991 10,9808 | 0,9998

4 9114 9473 9639 9834 9912 9955 9977 9989

3 8343 | 8942 | 9312 | 0580 | 9752 | 90858 | @921f 0958

] 7394 8153 3734 4161 w462 9665 9797 9381

T 6371 7254 7991 8576 0022 9347 0576 9733

8 5341 6298 7133 7851 L4306 8393 9238 9480

a 4373 | Sa21 | o219 | 7020 | 7729 8311 | 8175 ¢4
10 %05 | 4405 | 5304 | 8160 | RO39 ) 7822 | Bi07) 8666
11 2757 | 3575 | 4423 | 52809 | w©108 | 6860 | 7526 8095
12 2133 [ 2851 | 3628 | 4457 | 5276 | 6063 | 6790 7440
13 1626 2237 4933 3890 4478 5265 6023 6728
14 1223 | 1730 | 2830 | 8007 | 3738 | 4497 | 5255| 5087
15 ng0a | 1321 | 1825 | 2414 | 3074 | 782 | 4514| 5246
16 n6eo | 0096 | 1411 | 1942 | 2491 | 3134 | a3s21| 4530
17 0487 0744 1079 1496 1083 2562 3189 2856
18 0352 0550 0816 1157 1575 2068 2627 3239
19 0252 0403 B 0 1231 1649 2137 2687
20 0179 0293 0453 06171 0952 1304 1719 2202
21 0126 0211 0334 0504 0729 1016 1366 1785
22 0 0151 G244 0375 0554 0786 1078 1432
23 os2 0107 M77 0277 0417 0603 0844 1137
24 0043 | 0076 | 0127 | 0203 | 0311 | 0458 | 0851| (08295
25 0030 0053 0081 0148 0231 0346 0499 0698
28 0020 | OO 0065 | 007 | 0170 | 0259 § 038G| 0540
27 G014 0026 0046 0077 (124 0193 0287 415
28 0010 008 o0a2 0055 0090 0142 0216 0318
29 0006 | 0012 | 0023 | 0038 | OU6S | 0104 { 0161 ] 0239
an 0004 | 0000 | 0016 | 0028 | 0047 | O0G8 | D119] 0480

52



-
Valores de la funcifn P{h)=1— E {—1)em 2l

Tabla V

= -0

[ PN kN P0 A Py A Py
0,00 1.0000 0,45 0,9874 0,90 0,3927 1,70 0,0062
0.05 1,0000 | 0,50 9639 0,95 3275 1,80 0032
0,10 1.0000 0,58 0228 1,00 2700 1,90 0015
0,15 1,0000 0,60 8643 1,10 1777 2,00 0007
0,20 1,0000 0,85 7920 1,20 1122 2,10 0003
0,25 1,0000 0,70 T2 1,30 0684 2,20 0001
0,30 1,0000 0.75 6272 1,40 0387 2,30 0,0004
0,85 0,9957 0,80 5441 1,50 0222 2,40 @,0000
0,40 0,9972 0.85 4653 1,60 0,20 2,50 0,0000

Tabla VI
Valores de los ndmeros aleatorios

8574 9005 1894 3523 4303 5407 059 i
4575 4518 7032 7203 0108 0469 7435 2574
4909 3186 1426 1027 TR TROS £928 6201
7627 7982 4885 2229 085 7204 1239 7566
4315 1114 2339 nag2 2638 5480 E159 350
6987 9333 4247 2059 133 1017 9391 7082
0387 1998 2910 3626 3897 0858 0575 4977
5581 1837 4731 8316 4380 8306 2414 0248
6531 4218 6454 6476 1618 7813 4959 N8
5735 3384 5140 5683 4858 272 7675 7500
B0g2 1047 8146 0206 5354 Ti4l 7078 0361
1794 1900 0649 0317 0905 2418 2220 G142
a746 1508 8704 6493 1420 5230 710 1995
18 4493 2580 17 3218 B17 9851 3834
0686 3203 3476 8865 0697 0319 6272 5667
8057 1656 1515 4524 0912 1526 0460 1908
5181 6171 0125 5460 4636 5172 9737 3621
2961 3698 1913 9197 2515 2023 3619 7302
1494 0892 2584 6M7 5964 3632 0802 6722
8153 2484 (B 1558 R4S 0761 3853 8582
0708 9602 0180 1810 5192 7016 B4&A3 7998
6028 £521 8548 2787 8805 6029 9199
6961 JBTR 1935 HTG2 B166 2064 B760 6554
2030 1683 7322 0806 6158 4213 720 071
3503 2514 2532 4940 6061 0806 1913 3769




Valores de la fuactin ¢™*

Tatla VII

X il I; X T x P X e
0.ud 1.00G0 .50 0.6065 1.0 0 J679 50 2231
01 2900 0.51 0. 1.01 0. 3642 1.54 0.2200
02 0802 52 5045 02 3606 52 2187
03 9704 53 5886 03 3570 53 2165
04 9608 54 5827 04 3534 54 2144
05 9512 55 5760 05 34490 55 2123
06 9418 56 5712 06 3485 56 24
o7 9324 a7 5655 o7 3430 a7 2080
08 9231 58 55099 08 3396 58 2060
o9 9139 e 5543 09 3362 59 2039
.10 | 0.9048 0.60 0.5486 1.10 0.3320 1.60 2019
1] 5958 61 3433 i3] 3296 61 1999
12 BEGO 62 5379 12 3263 62 1979
13 B8l 63 5326 13 3230 63 1959
14 8694 64 5273 14 3198 64 1940
15 8607 65 5221 15 3166 65 1924
16 8524 i 166 16 3135 66 1901
17 8437 87 317 17 304 67 1882
18 5353 B3 5066 18 3073 [ 18h4
19 8270 69 5016 19 3042 69 1845
.20 /187 0.70 0. 4966 1.0 0.3042 1.70 1827
21 2106 71 4916 2 2082 71 1809
22 Bi2s 72 4368 22 2652 72 179
23 7045 73 4819 23 2023 78 1773
24 866 74 4771 24 2804 T4 1755
25 7181 75 4724 25 2865 75 1735
0,26 | 07714 0.76 0.4677 1,26 0. 338 1.76 0.1720
27 7634 77 4630 Fyl 2808 77 1703
28 7558 ] 4584 28 4780 78 1686
29 T483 T 4538 29 2753 9 1670
0.30 | 0.7408 0.0 0. 4493 1.30 0.2725 1.80 0.1653
3 7334 81 4449 31 2692 81 1837
32 7261 82 4404 32 2871 82 1620
33 7189 83 4361 33 2645 83 1604
34 7118 B4 4317 34 2618 a4 1588
35 T047 85 4274 35 2592 a5 1572
36 8977 86 4232 36 2587 86 1557
a7 6907 7 4189 37 2541 87 1541
3 6830 &8 4148 88 2518 88 1526
] 8777 89 4107 1 2491 89 14511
0.40 | 0.6703 0.90 0.4066 1.40 0. 2468 1.90 1496
41 i 91 41 41 2441 M 1481
42 8574 92 3985 42 2417 92 1466
43 8505 93 3946 43 2303 93 1451
44 G440 04 3008 44 2369 94 1437
45 8376 a5 3867 45 2346 95 1423
48 6813 9% 3829 46 2322 08 1409
47 6250 a7 379 47 2289 97 1395
48 188 a8 3753 48 2276 o8 1381
49 6126 09 e 49 225% 99 1367
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Continuacidn de la tebla VII

x e x o x " X o
2.00 | 0.1353 10 0186 20 | 0020 20 | o002
2.10 | 0.4225 20 0130 30 0018 30 00025

20 1408 an 0136 40 0017 4l 00022

) 1003 40 023 50 ants 50 (0020

40 oany al 0111 60 014 60 00018

50 0821 4.60 | 0.0101 70 oMz 70 007

60 0743 70 10gg 0 0011 80 00015

70 0872 RO 0082 70 0o S0 00014

B0 0608 90 0074 7.00 | 0.0009 9.00 | 0.00012

90 0550 || 5.00 | 0.0067 7.10 | 0.0008 10 00011
3.00 | 0.0498 1o 0061 20 | o007 20 | 00010

10 20 0055 an 00067 a0

20 0408 30 0050 40 00661 40 00003

30 03pa 40 0045 50 00053 50 00007

40 0334 Sl 0044 60 00050 | 9.60 | 0,00007

50 0302 60 0037 70 70 00008

i) 0273 70 0033 0 00041 80 00005

i 0247 80 0030 90 00037 90 00005

80 0224 an 0027 || 8.00 | 0.06033F 10.00 | 0.00004

ag 0202 § 6.00 0.0025 U] 00030
4,00 [ 0.0183 1n 0022




A NUESTROS LECTORES:

«Mirs edita libros soviéticos traducidos al espaiol, inglés,
francés, arabe y otros idiomas extranjeros. Entre ellos figuran
las mejores obras de las distintas ramas de la ciencia y Ia Lécnica:
manuales para los centros de ensefianza su erior y escuelas tec-
nologicas; literatura sobre clemcias naluraf- f médicas. Tam-
bién se incluyen monografias, libros de divulgacién cientifica
y ciencia-ficeion. Dirtjan sus opiniones a la Editorial «Mim,
1 Rizhski per., 2, 120820, Mosed. I-110, G3P, URSS,
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